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Opgave 1
2 2
2. 90%-BI(P) =| (=™ (n=D)s” | (440 4403 _ o4 1612)
€2 ] 17.5 2.18
waarin (n-1)s’= ¥, x7 —nx> =440+0=440 en
P(W(®) <c)) =P(W(8)>cy) =% (1-y)=0.05dus c; =2.73 enc,=15.5
(opmerking: het 90%-BI( ©) vinden we door de wortel van de intervalgrenzen te nemen: (5.3, 12.7) )
b. Ga met een geschikte toets na of de varianties gelijk verondersteld kunnen worden.
1. Model is gegeven: 2 onathankelijke steekproeven uit normale verdelingen
2. We toetsen Hy: 621= 622 tegen H;: 621 * 622 met oy = 0.05
3. Toetsingsgrootheid T = § )2( / S%
4. T= F(10-1, 16-1) onder Hy.
5. s’ =440/9-1) =55 en sy’ = L—(2 37 —ny? ) =L(799-16%1.75% )= 50
t=55/50=1.1
6. Tweezijdig kritiek gebied: als T <c; of T > c,, dan H, verwerpen.
P(F(9, 15) < ¢;) £ Y20y = 0.025, ofwel P(F(15, 9) > 1/c;) <0.025 dus ¢;= 1/4.10 = 0.24
P(F(9, 15) > ¢;) < Yo 0y = 0.025, dus c,=3.20
7. t=1.1ligt tussen ¢, en c,, dus Hy niet verwerpen
8. Met onbetrouwbaarheid 5% kan gesteld worden dat de varianties niet significant verschillen.
Opgave 2
a. Eris hier sprake van paarsgewijs afhankelijke waarnemingen we bepalen dus de (wel 0.0.) verschillen

X, ...,Xjp per paar: -1, +6, -2, +10, +8, +8, +9, 48, -3, 17, zodat x=6en 5 =391/9
1. Model: de verschillen (voor —na) Xy,...,X g zijn 0.0. en N(p, o%)
2. Wetoetsen Hy: p=0tegen H;: p>0 met ay=0.05
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Toetsingsgrootheid T =

X

S/n

T = T(10-1)onder Hy .

t=—0 =3
6.254/10
Als T > ¢, dan H verwerpen. P(T(9) >¢) =0.05 dusc=1.83

03

=3.03 > 1.83 =c, dan H,, verwerpen.

Conclusie: gewichtsverlies is aangetoond met onbetrouwbaarheid van 5%.
Een naar beneden begrensd betrouwbaarheidsinterval voor het verwachte gewichtsverlies

met ¥ = 0.95 bevat die waarden p, waarvoor Hy: p = iy niet verworpen wordt tegen Hy: pu > iy met ap =

1

-0.95. M.a.w. als T niet in het kritieke gebied [c, ) ligt dus als X=to <1.83(=c).

s/10

Hieruit volgt o> X -1.83s/710 ~ 2.38
Met betrouwbaarheid van 95% is het gewichtsverlies dus minstens 2.38 kg.
c. N* =het aantal positieve verschillen = 7 (van de 10 niet-nul verschillen)
We toetsen Hy: p =72 tegen H;: p > 2 met p = de kans op een positief verschil
N*is onder Hy B(10, ¥2)
Overschrijdingskans PN*>7 lp=%)=1-P(IN"<6lp =12 ) = 1- 8281 =0.1719 > a,=0.10, dus Hy

verwerpen.
Opgave 3
a. Tis een zuivere schatter van § als E(T) = aE(T)+ bE(T; )+ cE(T;)=(a+b+c¢c) 0 =6
dusa+b+c=1ofwelc=1-a-b
b. Var (7T)=var (aT, + bT> + cT3)= a’ var (T;) + b* var(T, ) + ¢ var(T;) = [a°+ 2b° +3(1-a-b)* ] 6°/n

De variantie is minimaal als f(a,b) = a’+ 2b° +3(I-a-b)*minimaal is. Partiele afgeleiden O stellen:
2a -6(1-a-b) =0 en 4b -6(1-a-b) = 0. Dit is het geval alsa=,b=enc =
Omdat f een som van kwadraten is en lim f(a,b) —o0 voor a of b—o0, is dit extremum een minimum.



Uit b volgt dat [jm var(T )=0, voor alle waarden van a, b en ¢, dus T convergeert in kans naar zijn
n—o0
verwachtingswaarde ET = (a + b + ¢) 0, dus [jm P(\T—ET > ¢€)=0, voor elke & >0.
n—>oco

T (afhankelijk van het aantal waarnemingen 7) is een consistente schatter van 0 als

lim P(IT—-61>¢&)=0, voor elkee>0.

n—»oo
Dit geldt alleen als 6 = E(T), dus alsc = I - a—b. Dus T is consistent alsa + b + ¢ = 1.
(Opmerkingl: De eigenschap

lim E(T)=6 én [im var(T)=0 => [im MSE(T )=0 => T is consistent

n—eo n—»oo n—eo
betekent niet dat uit consistentie asymptotische zuiverheid of naar 0 naderende MSE volgt: het zijn
voldoende, geen noodzakelijke voorwaarden!
Opmerking 2: lim P(IT —ET 1> & )=0, voor elke € >0 volgt ook uit de ongelijkheid van Chebyshev:

n—o0

P(IT—ETI>8)S&(2T) voor elke € >0, tezamen met [jm var(T )=0)

& n—oo

Opgave 4

a.

L) =f(x;) x...x f{x;) = ,1”8—/12)6,-
L*(A) =ln L(1) = nx In(3) - 23 x; Maximum L* bepalen door de afgeleide o te stellen:

L =n/1-Yx =0,als A=A =w/'Y x, = /X
(L*)™ =-n/ 2? <0, dus /i is de m.a. schatting van 4 en /i = ]/X de m.a. schatter.

sup [18(x;,6) .
6@ _ Ui _ o i _znn(x-1)
sup [Tg(x;.0)  L(L) (x)"e 2%5i/x
6O o
de functie f{y) = y" exp[-n(y-1)] is positief voor y > 0 en daalt naar 0 als y daalt naar 0 en y —c0, dus
A(X},...,X,) neemt kleine waarden aan voor kleine en voor grote waarden van X : indien de kritieke
waarden voor X zo worden gekozen dat Py(4 < A) = ay , is de gevonden toets dus een MP-toets.
We bepalen (benaderen met de CLS) voor n = 25 het gebruikelijke kritiek gebied voor X:

Py(X <cj)= Py(X 2¢p)=0.025

A(X], . ~y-xn) =

/
_ 2 _
X is bij benadering N(%,Tﬂ )-, dus is X onder HyN(1, 1/n)-verdeeld:

P(X-1xVn >¢)<0.05,dus c =1.96. Ofwel: X <1-L20 of X >+L20
Jn Jn

Kritiek gebied Z = {(x},...,x,) | x<1—-120 of ¥ > 1+120 ).
De toets is zuiver als o < (1) voor elke A # 1

De toets is consistent als  [im B(A)=1 voor elke A # 1. Om dat aan te tonen kunnen we
n—so0

gebruikmaken van de sterke wet van de grote aantallen: X convergeert bijna zeker, dus ook in kans,

naar,u=%: lim Plu(l}?—,ul>8)=0voorelkee>0.

n—»oo
Deze limiet impliceert dat voor elke & > 0 er een n, is zodat voor alle n > n;: Py (1 X—1l>¢)< o

Al A=A,




Op
1.

1
A

gebied omvat dan de waarden waarvoor X > Vaxu,
Dan is f(2,) = Py, (Vaxu; <X < 1Vaxu; ) = Py, (1 X - )l <Vaxpuy ).

P
Omdat X — i, gaat deze laatste kans naar 1 voor n—oco. Daar f(1;) < 1, geldt voor A > look

Voorelke A; < 1 endus ;= > [ kunnen we bijvoorbeeld ¢ = Y2x(u; -1) kiezen: het kritieke

lim B(A)=1, voor A < 1 verloopt het bewijs analoog.
n—soco

gave 5

Model: X = “het aantal rode balletjes in een aselecte steekproef van 150 balletjes”: als p = de fractie rode
balletjes, dan is X is B(150, p) (bij trekken met terugleggen, bij benadering bij trekken zonder
terugleggen).
We toetsen Hy: m> 5000  tegen H;: m <5000 met o, = 0.05, hetgeen equivalent is met:

Hy: p <200/5000 tegen H;: p > 200/5000 met oy = 0.05,
toetsingsgrootheid X
X is, onder Hy, B(150, 0.04). We kunnen deze verdeling benaderen met de Poisson-verdeling met p =
150%0.04 = 6. (de normale benadering met N(np, np(1-p) ) is in dit geval van kleine p onnauwkeuriger)
Waargenomen X = 10.
de rechteroverschrijdingskans is P ( X > 10l Hy) = 1- P(X <9 | Hp) =1 — P( Poisson(6) <9) = 8.4%
(- normale benadering met cont. corr. levert 7.2% als uitkomst. De GR berekent de binomiale kans exact
- de kritieke waarde is c =11 bij een onbetrouwbaarheid van 4.26%.)
overschrijdingskans = 8.4% > 5% = a, , dus Hy niet verwerpen.
Er is niet aangetoond dat het aantal balletjes in de bak kleiner is dan 5000 (met
onbetrouwbaarheidsdrempel 5%)



