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Studigaar 2007-2008

Neem eenvJV met dg(v) = 3 (als zo’nv niet bestaat, dadg(v) < oor allevV en dus
dG .(v) =3 voor allevV (want v = 6); de redenering verloopt dan analoog door de rollen
vanG en G° te verwisselen).

Laatp, g enr drie verschillende buren zijn varin G.
Dan geldt: alpqO E(G) of pr OE(G) of gr HE(G), dan bevaG een deelgraaf die isomorf

is met K5, namelijk: de driehoelgq of vpr of var.

Als pqOE(G) en pr OE(G) engr OE(G), dan bevaiG® een deelgraaf die isomorf is met
K;, namelijk: de driehoepar.

(Zie werkcollege opgave 2.4.4)
Laat e[]E(K,, ). LaatA het aantal opspannende bomen zijijpdie lijn e niet gebruiken eB het

aantal opspannende bomenkndie lijn e wel gebruiken (we willen aantonen dat
A=(n-2)n"3).
Volgens de formule van Cayley geldk+B =7(K,) =n"2,
Deze vergelijking geldt natuurlijk voor elke 1 E(K,, , dus als we sommeren over alle
n(n-1) A+ n(n-1) B = n(n-1) "2 ).
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n(n-1)

Elke opspannende boofwvan K,, wordt in de termTB preciesn -1 maal geteld,

@ lijnen inK, Kkrijgen we:

namelijk één keer voor elkeE(T .)
Volgens de formule van Cayley geldt da[g:r;;l) B=(n-1)n"2.

n(n-1) n(n-1) A2

Invullen in (1) geeft:TA+ (n-Yn"2 =

Omschrijven geeft dam = (n-2)n"3.

Natuurlijk geldtx (G —uv) £ 2 want«(G) = 2 Nog aantonen dat ook(G —uv) = , Bfwel dat

G —-uv 2-samenhangend is. Volgens de stelling van Whiimeljt equivalent met aantonen dat
elk tweetal punten it —uv verbonden is door (minstens) twee onafhankelifdep. Laat
X, yOV(G —uv). We onderscheiden het geval dany tot verschillende componenten van
G —{u,v} behoren en het geval daeny tot dezelfde component vaa—{u,v behoren (zie
G plaatje). De situaties=ueny#v (of y=uenx#v)enx=veny#u (of
Y y =Vvenx # u) gaan analoog aan Geval 2. Voor de situwatial eny = v (of
y =u enx =V) gebruiken we het feit dat er voor elke componéirt
G —{u,v} een (,v)-pad inG bestaat waarvan alle tussenpunteK liggen

(anders zou} (en {v}) een 1-puntsnede zijn va@ en zou duk(G) < L
OmdatG —{u,Vv } minstens twee componenten heeft, zijn er dus Bmsst

twee onafhankelijkeuv)-paden irG —uv.
Geval 1 x eny behoren tot verschillende componenten Gn{u,v . Oindatx(G) = 2 isG 2-

samenhangend en volgens Whitney zijn er ddb twee onafhankelijkex(y)-paden. Geen van
beide paden gebruikt de lijiv, want anders zou het andere pad noch puatch puntv bevatten,
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en dat kan niet want akseny tot verschillende componenten v&n-{u,v behoren loopt elk
(x,y)-pad viau of v (want {u,v} is een puntsnede). Dus beide paden liggen odK uv .

Geval 2 x eny behoren tot dezelfde componé&hvan G —{u,v}. LaatP enQ twee
onafhankelijke X,y)-paden zijn inG (zie Geval 1). Als geen van beide paden deulijgebruikt
zijn P enQ ook twee onafhankelijkexy)-paden inG —uv. Als uv op P (of Q) ligt, verwijder dan
liin uv uit P en verbindu env dan weer door een pad waarvan de tussenpuntem ianelere
component daK liggen (zie opmerking boven Geval 1 biF u eny = V). Dit geeft dan eerxfy)-
pad inG —uv dat onafhankelijk is va@.

Er geldt:d(v) = 3voor allevdV , want als voor een pumtgeldt d(v) = 1, dan bestaat er geen
Hamiltonpad inG vanv naar zijn (unieke) buur (want> 4) en alsd(v) = 2enu enw zijn de
buren varv, dan bestaat er geen Hamiltonpaimanu naarw (want alsv op zo’n pad ligt, dan
bestaat het pad uitsluitend uit de puriemenw en kunnen de overige puntem¥ 4) er niet op
liggen).
Als v even is dan zouden alle punten graad 3 kunnerenedaibdan geldt:

+
e=Lygws 2o 2L

25 2 2

Als v oneven is dan mo& minimaal één punt van graad 4 hebben. Dus dan: geld

1 Au-D+4 W+l |+l
£—E§d(V)Z 5 = 5 —\‘ 5 J

In alle gevallen geldt dus > fU;lJ.

(Zie werkcollege opgave 5.3.3)
"=": Stel boomT heeft een perfecte matching. LadilV . Volgens de stelling van Tutte geldt

dan: o(T -v) < {V}| =1. Ook geldto(T -v) = 1wantv is even (wanf heeft een perfecte

matching) en dus iﬁ/(l’ —v)| oneven; du§ -v heeft minstens één oneven component.
Duso(T-v)< leno(T-v)= 1 duso(T-v)=1

"0 StelT is een boom ew(T —v) = %oor allevOV . Danisu even (wanflT —v heeft precies
€én oneven component). Laat 2k (kO Z"). We bewijzen met mathematische inductie kaar
datT een perfecte matching heetft.

Inductiebasis vook = 1: dan geldtT = K, , en deze heeft een perfecte matching.
Inductieveronderstelling-aat k > 1 en stel dat elke booihmetv < 2k en o(T —v) = 1voor alle

vV, een perfecte matching heeft.
LaatT nu een boom zijn mat =2(k+ &n o(T —v) = 1voor alle

vV . We moeten laten zien datdan ook een perfecte matching heetft.
(zie plaatje)

Neemu V(T )metd(u) = 1(zo’nu bestaat, want is een boom).

Laatv de unieke buur zijn vam De graafT —{u,v heeft X punten

d(v) -1 componenten. Neem een compongnvanT —{u,v}. We

laten zien dat we de inductieveronderstelling magepassen op, .

Duidelijk is datV (T;)| < 2k . Nog aantonen dat(T, -w) = oor alle
wlV(T,). Merk eerst op daiV(T1)| even is, wano(T —v) = 1dus {u} is de enige oneven

component vaim —v, dusT —{u,V }heeft geen oneven componenten. LaatwidV (T, . Dan
geldt o(T, —~w) = 1, wantV (T, —w)| is oneven. Ook geldio(T, -w) < ,vant also(T, -w) > 1




dan o(T, —w) = 3(want o(T, —w) moet oneven zijn omdw(l'1 —w)| oneven is), en dan is

o(T —w) = 2 (zie plaatje: de componenten vanr-w zijn dezelfde als die valj —w; op eén
component na (nl. de component var wdie puntv bevat)), en dat is in tegenspraak met de
aanname dad(T —v) = Loor allevOV. Duso(T, —w) = leno(T, -w) < 1 duso(T, -w) = 1
Dus we mogen de inductieveronderstelling toepaspéy. T, heeft dus een perfecte matching.
Hetzelfde geldt voor de andere componentenva#u,v . Al §eze matchings vormen dan,
samen met de lijnv, een perfecte matching van(zie plaatje).

StelG isk-regulier en stel day’ # A+ (Wve zullen hieruit een tegenspraak afleiden).
Volgens de stelling van Vizing moet dgh=A. OmdatG k-regulier is, geldtA = k , dusG
moet dan een (echtl)lijnkleuring # hebben. Irg” wordt elke kleur dan bij elk punt
gerepresenteerd (omdatk-regulier is), dus voor elke kleur vormen de lijnem die kleur
een perfecte matching @. Dit betekent dav even moet zijn. Laat nu een snijpunt zijn van
G. Dan isu(G -v )dus oneven, du§ —v heeft minstens één oneven componeriK heeft

geen perfecte matching (want oneven aantal puribers)inG moet er van elke kleur vasi
een lijn vanv naar (een punt ir lopen. Maar dan isl(v) 2k =A en dusd(v) >A (want er

loopt inG ook minstens één lijn vannaar een andere component @r v, wantv is een
snijpunt vanG (dus G - v heeft minstens twee componenten). Tegenspraak,isvAnde
grootste graad i6 . Dusy' =A+ 1

Zie Stelling 8.1 uit het boek.

Stel daiG k-kritiek is en stel dav <k —1. NeemvOV metd(v) = 0. OmdatG k-kritiek is, is
G-v (k-1)-kleurbaar. Laa{V,,V,,...,V, ) een(k — 1}kleuring zijn vanG -v. Omdat

d(v) =9 heeftvin G precieso buren en omdad < k -1 moet er dus eehD{LZ,...,k —]} zijn
waarvootV, geen buur vam bevat. Maar dan i§/,,V,,...,V, 0{\}, ...V, ,) een(k — 1ykleuring
vanG. Tegenspraak, wai is k-kritiek (en dus ook-chromatisch). Dug > k -1.

a. Laaf een grootste stroom zijn M (f bestaat want is m.b.v. het labelingsalgoritme F&F te
construeren). Stel dat een gerichte cykel bevat waarvoorf (a) > Ovoor alleal A(C ).

Laatm= min{f (a) |aD A(C)} en laaff ' de stroom zijn inN gedefinieerd door:

f(a) = f(a—-m als allAC)

| f(@ als adAC)
Dan geldtval (f) = (f') ()= (f') (x) = f*(x) - f (x) =val(f). Dusf ' is ook een
maximale stroom itN enf ’ heeft één cyclische stroom minder dgwant C bevat nu geen
cyclische stroom meer). Zo doorgaand kunnen we\giapstap alle cyclische stromen

verwijderen (want het aantal cyclische stromerindig) en krijgen we uiteindelijk een
acyclische maximale stroom.

b. Stel f "(x) > Q LaatP een gericht pad zijn iN, eindigend irx, zo dat f (a) > Ovoor alle
alJ A(P) . NeemP zo lang mogelijk. Omddtacyclisch is, moe® dus iny beginnen (want de

overige punten zijn “doorstroompunten” dus als zaimt opP ligt is P daar altijd te
verlengen). Maar dan B eenf-vergrotend pad en fsdus niet maximaal. Tegenspraak, dus

f ~(x) =0. Op analoge wijze leidt men een tegenspraak afeuiteronderstelling *(y) > 0
Dus ook f *(y) = Q



