Uitwerkingen tentamen Differentiaalvergelijkingen voor
TN/Gewone differentiaalvergelijkingen, juni 2005

Opgave 1
(a) De algemene oplossing kan worden bepaald door middel van scheiding van variabelen:
dy t
2 = _92
dt Y
/ydy = /(—Qt)dt
%yQ = —t?4+C

y= £ A2t metA = 2C.

Om de constantel te bepalen gebruiken we de beginvoorwaayd® = 2. Dit impliceert het
plus-teken in de algemene oplossing, en

y(0) =2
VA=2
A= 4.

Dus de exacte oplossing van het beginwaardeprobleem wordt gegeven door
y(t) = V4 — 22

(b) Op het existentieinterval moet geldén- 2¢2 > 0, zodat de wortel gedefinieerd is. Tevens moet
het puntt = 0 bevat zijn in het existentieinterval. Het volgt dat

22 < 4

Vi <t< it

Dus het existentieinterval (s-v/2, v/2).

Opgave 2

(a) Het karakteristiek polynoom is gelijk aan

1-X 0 0
det( 0 3-Xx 2 )(1/\)((3)\)(1)\)+2)
0 -1 1-2

= — (A=D1 —4)+5).
De wortels volgen met de ABC formule
AM=1, =244, A3=2-—1.

De eerste eigenvector kan direct worden afgelezen, en wordt gegevendeof1,0,0)” (veri-
fieer dit als het niet direct duidelijk is). De tweede eigenvector bepalen we met vegen

-1—-7 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1—1 2 ~10 1 14+2 | ~10 1 142
0 -1 —1-z 0 -1 —-1-=¢ 00 O

1



(b)

Hierbij heb ik de tweede rij gedeeld dogr — 7). Ter herinnering: deling door een complex getal

gaat als volgt2; = (lf&iﬁi) = 502 = 502 — (1 4 4). Het resulterende stelsel is:

331:0
x2+(1+z)x3:0

Hierin is x5 vrij. Een niet-triviale oplossing wordt bijvoorbeeld gegeven door
r3 =1, x9= —(l—l-’i)mg = (l—i-i) ,x1 = 0.

Dit geeft de eigenvectov, = (0,—1 —4,1)”. Voor de derde eigenvector geldt = v5 =
(0,-1+1i,1)T,
Drie lineair onafhankelijke oplossingen worden gegeven door

t

etvy, e(2-i-z)tv

25 e( -

De tweede en derde oplossing zijn complex. Reele oplossingen worden gegeven doéelet re
imaginaire deel van de tweede oplossing. Dus we schrijven

0 0
ePHityy = e (cos(t) + isin(t)) |:(1) +i (1)]
1 0
0 0
= |:(cos(t) + sin(t)) +1 ( cos(t) — sin(t))] .
cos(t) sin(t)

We hebben nu drie &e lineair onafhankelijke oplossingen, nl.

1 0
yi(t) = ¢ (O) . yo(t) = ReeHity, — o2 (cos(t) + sin(t)) , en
0

cos(t)
' 0
y3(t) = Im e vy = e [ —cos(t) —sin(t) | .
sin(t)
De algemene oplossing wordt gegeven dogy, + Coys + C3ys.

Er geldt
M =YY (0)

waarbijY (¢) de fundamentele matrix is die wordt gegeven door
Y(t) = [y1,y2,¥3)-

1 0 0
We vinden dabt’ (0) = (0 -1 1) . Met behulp van vegen volgt (de berekening laat ik hier
0 1 0

1 0 0
vyoot=(o o 1].
0 -1 -1

Alles invullen en de matrices vermenigvuldigen geeft

achterwege)

el 0 0
et = (O e (cos(t) + sin(t)) 22t sin(t) ) .
0 —e? sin(t) e (cos(t) — sin(t))



Opgave 3

(a) z-nulicline:
32(2-2)=0 & xz=0Vz=2
y-nullcline:
—2y=0 & y=0.

De evenwichtspunten zij(0, 0) en(2,0).

Om de richting aan te geven berekenen we het vectorveld voor enkele puntenceptieline:
Voor (flf,y) = (071) (fvg) = (07 _2)' (.Z',y) = (07_1) (fag) = (072)' (x7y> = (271) (fvg) =
(0,-2), (z,y) = (2,-1) (f,9) = (0,2). Voor enkele punten op denullcline: (z,y) = (—1,0)
(f,9) = (=3,0), (x,9) = (1,0) (f,9) = (5,0), (x,y) = (3,0) (f,9) = (—3,0). Dit geeft het
volgende plaatje.

Wull ¢lineg

(b) Lineariseren:

Voor (0,0) geeft dit voor de matrix van de linearisatie

10
7= (0 %)

oftewel een zadelpunt. Vo@g, 0) geeft dit

-1 0
(0 %)

oftewel een stabiele knoop (nodal sink). De plaatjes zijn

Stabiele b nogp Cud it
AR



()

Opgave 4

(a) Voor de rand = 1 moeten we laten zien datiet toeneemt, zodat de oplossingen binnen de ring
blijven. We moeten dus laten zien dat

r’ <0 voorr = 1.
Voor de rand- = 1/3 moeten we laten zien datiet afneemt, oftewel

r >0 voorr =1/3.

De afgeleide vam kan als volgt worden bepaald. Enerzijds hebben we
(r%) = 2rr.
anderzijds
(%) = (22 + y*) = 222’ + 2yy/.
Dus

P—wy — 2?37 +¢7) +ay + 4 — (227 + )

=2® + 9 =27 (32 + ) — ¥ (207 + ¢P)
=72 — 2232 + %) — 2 (22 + »?)

rr’ = xax —|—yy' =z

Je kunt deze uitdrukking op verschillende manieren verder uitwerken. Een manieras-em
rcos(f) eny = rsin(f) in te vullen. Een andere mogelijkheid is om te schrijven

rr’ =% — (2% +y?)(20% +¢) — 2

=2 -t — 22?2 — gt

Neem nu aam = 1. Danr’ =1 —1— 22 — z* = —2? — 2% < 0. Dus geldt ook dat’ < 0.
Alsr = 1/3 danrr’ = 1/9 — 1/81 — 1/922 — z*. Omdat—1/3 < = < 1/3 volgt dan dat

0 <22 <1/9,dusrr’ > 1/9 — 3/81 = 2/27 > 0. Dus ookr’ > 0. Dus de ring gegeven door
1/3 < r < 1is positief invariant.

(b) Uit het bovenstaande volgt dat de rihg3 < r < 1 positief invariant is. Bekijk een oplossing
die in het gebied begint. Omdat het gebied positief invariant is zal die oplossing het gebied niet
verlaten. Het is een gesloten en begrensd gebied, de oplossing heeft dus een limietverzameling.
Volgens de stelling van Bendixson is dit of een evenwichtspunt, of een gesloten oplossingskromme
(limietcykel), of een graaf. Het gebied bevat geen evenwichtspunten, dus blijft alleen de tweede
mogelijkheid over. De oplossing convergeert dus naar een limietcykel.



Opgave 5

(a) We lineariseren het stelsel, bereken eerst de Jacobiaan

2 2
_(—y" =9 1—2xy

De matrix horend bij de linearizatie i, 0) wordt gegeven door

def 0 1
A= J(0,0) = (_2 0) :
De eigenwaarden zijn

-2 1

det(A — \) = det (_2 )y

>:/\2+2:>)\:ii\/§.

De oorsprong is een centrumpunt. De linearisatie geeft dus geen uitsluitsel over de stabiliteit (zie
boek p. 553).

(b)
V = 2axz’ + 2byy’

= 2ax(y — 2y? — 32°) + 2b(—2z — 2%y — 2%)

= (2a — 4b)zy — (2a + 2b)2%y? — 6axt — 4by™.
Voor kleine waarden vam, y overheerst de lagere orde tefBu — 4b)xy. Als 2a — 4b # 0 dan
neemt deze term zowel positieve als negatieve waarden aan in een omgeving van de oorsprong.
Daaruit leiden we af data — 4b = 0, dusa = 2b. Voory = 0is V = —6az®*. Dus moetz > 0.
Voorz = 0is V = —4by*, dus moeb > 0. Daarom moet geldem = 2b ena,b > 0. Door in

te vullen in de formule VooV zie je dat dan inderdadd(x, y) < 0 behalve voorz,y) = (0,0),
zodatV inderdaad negatief definiet is.

(c) Kiesa enb zodat ze voldoen aan de bovenstaande voorwaarden, bijvoorbeeld enb = 1.
De functieV is dan continu differentieerbaar, gedefinieerd op een omgevingvan en positief
definiet met een minimum if0,0). Verder geldt dai’ negatief definiet isV is dus een sterke
Lyapunov functie en het puri0, 0) is asymptotisch stabiel.

Opgave 6
(@) Wulu(z,y) = X(2)Y (y) in in de partéle differentiaalvergelijking. Dit geeft
X"(@)Y (y) + X(2)Y"(Y) =0,
oftewel
X"(z)  Y'(y)
X(z) Y(y)
Hierin is de linkerkant onafhankelijk vam en de rechterkant onafhankelijk van Omdat beide

termen gelijk aan elkaar moeten zijn, moeten beide dus gelijk zijn aan een constante, laten we
zeggen—A\. Dus

X”(x) _ " ) =
X@) A& X'z)+ AX(z) =0,
o Y (y)
V() =\ & Y'(y)—AY(y) =0.



(b) De randvoorwaarden zijn
X(0)=0, X'(1)=0.

We bekijken nu de oplossingen vafl’(z) + AX (x) = 0. We bekijken apart de gevallen< 0,
A =0enX > 0. Voor A\ < 0 heeft dit als lineair onafhankelijke oplossingefiv=**. Wul in
AeV=>® 4 Be=V=2z_ Uit de eerste randvoorwaarde volgt= —B. Uit de tweede randvoor-
waarde volgt vervolgens dat = B = 0, oftewel X (z) = 0. Er zijn dus geen eigenfuncties voor
A < 0. Voor A = 0 is de algemene oplossing(z) = Az + b. Uit de randvoorwaarden volgt
weer datA = B = 0. Er zijn dus ook geen eigenfuncties vabr= 0. Voor A > 0 worden de
oplossingen gegeven dodrsin(v/\z) + B cos(v/Az). Uit de eerste randvoorwaarde volgt= 0
De tweede randvoorwaarde wordt

0= % sin(v/\z) = VXcos(VA)

r=1

Dit heeft als oplossing
Vi=(E+ k) k=0,1,2,...

Er zijn dus eigenwaarden
M = ((5 + k)m)?

met eigenfuncties
sin((3 + k)mz).

Voor A > 0 worden de oplossingen vodt gegeven door
ce ™ 4 getV M,
Dit kan worden herschreven (met nieuwe constatel) als
C'sinh(v/\y) + D sinh(VAy)

We hebben nu een oplossing in de vorm van een oneindige som
x,y) = ZXk(x) Z sin((3 + k)m2)[Cr sinh((3 + k)my) + Dy, cosh((2 + k)my)).
We kijken nu naar de randvoorwaarden vgoe 0 eny = 1. Opy = 0 wordt« gegeven door

Zsm 5 + k)mx)Dy,.

Het volgt datD, = 0 voor allek. Opy = 1 wordtu gegeven door
Z sin((3 + k)ma)Cy sinh((3 + k)).

De functieh lijkt op de eigenfunctie vook = 1. Kies nuC; = W enCj = 0voork # 1.
Dan is ook aan de randvoorwaarde pp= 1 voldaan. De oplossing voar wordt dan gegeven

door
2

= 3 inh(371v).
sinh(3/27) e sinh(37y)

u(z,y) = sin(



