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Alle antwoorden dienen gemotiveerd te worden.
Een rekenmachine mag niet gebruikt worden.

1. Zij V de lineaire ruimte opgespannen door de functies {¢f,tef, t%e’}. Op deze lineaire
ruimte heschouwen we de afbeelding @ als zijnde

dft

@NE® =20, feV. teR (1)
; - i
(a) Toon aan dat E := {e, te?, t2%¢'} een basis is van V. £ ﬂ
(b} Bereken [Q] .. f__i 13
(¢} Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van Q. Schrijf de eigenvectoren van ¢
als elementen van V. "‘f 2‘:}
We nemen op V het volgende inproduct
% N =2
o) = [ s0a@a e, @)
& <
Verder delinigren we de lineaire deelruimte W van V als het opspansel van e en te’.
-3 o
(d) Toon aan dat (2) een inproduct op V definiéert. =2
(e) Maak een orthonormale basis van W. 5 3%
(f) Bepaal de orthogonale projectie van t2et op W. /‘L‘
(g) Bepaal de afstand van %' tot W. \
(h) Toon aan dat voor f(t) = e’ en g(t) = te' geldt dat (Qf,g) — (f,Qg) # 0. LT Lf._;\
(i) Is Q zelfgeadjungeerd? 1,

2. 7ij V een (reéle) lineaire ruimte met het inproduct {-,-). Zij u en v elementen van V.

43

(b) Veronderstel nu het omgekeerde, dat is we veronderstellen dat ||u — v|| = |[u + v]|. S”f) _
Toon aan dat u L v. ,1,/ - 6_"?
W

(a) Als w 1L v toon aan dat ||u —v|| = |lu + v Y

3. Zij V een (eindig-dimensionale) inproduct ruimte, en zij A een zelf-geadjungeerde af-

beeldingen van V naar V. Veronderstel verder dat u en v eigenvectoren zijn van A bij ?O
verschillende eigenwaarden. Toon aan dat v loodrecht staat op w. N
v
Z.0.Z.



4. Beschouw de Hilbert ruimte #3(C) van alle complexe rijtjes z = (z1, z2, 23, ...) Waarvoor
geldt >°°° | |z|? < oc. Deze ruimte heeft als inproduct

oo
= E Znln; (3]
n=1

waarbij z = (z1,%2,%3,...) en y = (y1,¥2, Y3, - - -)-
We maken nu de deelverzameling V' van £5{C) van alle complexe rijtje met maar eindig
veel niet-nul elementen. Dus

V = {z € £5(C) | er bestaat een N € N zodanig dat z, = 0 voor n > N}. {4)

Merk op dat de NV van het rijtje 2 mag afhangen.

(a) Toon aan dat V een lineaire deelruimte is van £,(C). |
(b) We maken van V een inproduct ruimte door het inproduct (3). Toon aan dat V
geen Hilbert ruimte is.

5. We beschouwen wederom £2(C) met inproduct (3), en we definiéren de afbeelding A van
f5(C) naar £,(C) als volgt:

Ar ==z et 2y = Ty -+ Busa (5)
Dus het beeld (onder A) van bijvoorbeeld het rijtie z = (1, 3, %:O,%, %;030...) ig
. i
=(3,1,1, %, %,1,0,0...).
(a) Toon aan dat A een lineaire afbeelding is. 7
(b) Toon aan dat A een begrensde afbeelding is. _3
Hint 1: Driehoeksongelijkheid. l
Hint 2: Voor a,b € R geldt (a + b)? < 222 + 2b%. (7
(c) Bepaal de de norm van A. 3
(d) Bepaal de kern van A. O
Normering:
1 a : 5|2 a : 4/3 : 8|4 a : 6|5 a : 6
b 4 b : 4 b : 6 b 6
e 6 e 5
d 5) d 4 |
e 6 z
f 5
g 3
h 4
i 3

Totaal: 90 + 10 = 100 punten



