Uitwerking Tentamen Wiskundige Statistiek (153038), vrijdag 2 november 2007

1.a. De uitwerking wordt hier gegeven aan de hand van de 8-staps-toetsingsprocedure
1. Model: de gebruiksduren Xi.,......, X 1o Zijn 0.0. en normaal verdeeld met onbekende

parameters [Len g~ .
2. Toets Hp: =5 tegen Hy: u > 5 met o =0.05
X-5
SZ
10
4. T =T(9) onder Hy (t-verdeling met n - 1 =9 vrijheidsgraden)
5. waargenomen steekproefgemiddelde x = 5.2 jaar en steekproefvariantie s* =0.853

Dus tzﬂ ~0.68

0.85%0

6. Rechtseenzijdige toets: als 7> ¢, dan Hy verwerpen.
P(T>cl| Hp) < 0o=0.05,dusc=1.83

7.t=0.68 < 1.83 = ¢, dus Hy niet verwerpen.

8. Er is onvoldoende bewijs voor de bewering dat de verwachte gebruiksduur groter is
dan 5 jaar, bij een onbetrouwbaarheid van 5%

(n-Ds> (n-Ds?| [9><O.853 9><O.853} - [0.40.2.84]
’ 190 ° 270 ST
omdat n = 10, s* = 0.853 en uit de chikwadraat-tabel met 9 vrijheidsgraden
(a=1-y=1-0.95):
P(W(Q) <c¢;)<%0=0.025,dusc; =2.70 en
P(WQO) <¢)>1-%a=0.97,dus ¢c; =19.0.
c. Hy: o’ = 602 wordt niet verworpen ten gunste van Hj: o’ * 002 met onbetrouwbaarheid
0=0.05, indien 602 in het 95%-betrouwbaarheidsinterval van > ligt, dus als 0.40< 002 <2.84

3. Toetsingsgrootheid T =

b. 95%-BI(g*) =
(6} Cl

Opgave 2
a. X =N(, u2) en X =N(yu, u2/n)
DusE(Y)= E(@aX)=aE(X)=ap=palsa=1.
b. Y=aX = N(ap, azuz/n)
MSE(Y) = var(Y) + (EY — p)* = a’u’/n + (a-1)*p? = p? (a*/n +(@a-1)%)
minimum van f(a) = a*/n +(a-1)* bepalen: f “(a) =2a/n + 2(a-1) = 0 als a =n/(n+1).
De grafiek van f is een dalparabool dus MSE(Y) is minimaal voor a = n/(n+1).

c. Onderdeel b, dus a=1: Y = X is een zuivere schatter van p en lim var(Y)= lim uZ/n =0
voor n — oo, dus dan is Y een consistente schatter van p. (Deze conclusie volgt ook uit de
sterke wet van de grote aantallen)

Onderdeel ¢, dus a =n/(n+1): Y = a X =N(n/(n+1), np*/(n+1)?)
lim E(Y)= lim nuz/(n+1) =pen lim var(Y)= lim nuzl(n+1) 2 =0 voor n — o, dus Y is
asymptotisch raak (consistent)

I

Opgave 3
22X
a L(I;xi, .., x0) = [Ifx, (%)= "e ¥ ,metd >0
L5 9)=-nln(d)—(Zx) /P ,met ¥ >0
extrema (afgeleide L* = 0): -n/ & + (X x)/ 9> =[-n+CEx) /9109 =0, dusI=n"Tx;= X
1




Uit tekenschema van (L*)" of de tweede afgeleide in X (deze is kleiner dan 0) volgt dat L*
(en dus) L maximaal is voordJ =X . Jd= X is de m.a. schatter van &

b. Rechtseenzijdige toets: Hy verwerpen als X>c
X is exponentieel verdeeld met parameter 1/ 9, dus E(X) =d en var(X) = ¢ 2
X is volgens de CLS bij benadering N(&, ¢ 2/n), dus N(1, 1/n) als J=1:
Po_(X>c)<an=0.01
®( (c-1)Vn ) =0.99 , dus (c-1)Vn =2.33 ofwel ¢ 2.33/2 -Vn /2= 1 + 2.33/\n

c. De eis is dat het onderscheidend vermogen B(2) > 0.95.
B2)=PU_(X>c)= PY_,(X> 1+2.33/\n).
Voor #=2is X N(2, 4/n), dus p(2) = 1- ®( (1 +2.33/An-2)\n /2 )= 1- d(2.33/2 -\n /2)
B(2) > 0.95 als 2.33/2 -\n /2 < -1.645, dus als n > (2.33 + 1.645x2) ~ 31.6 dus n > 32

d. We kunnen hier gebruikmaken van de sterke wet van de grote aantallen: X convergeert

bijna zeker, dus ook in kans, naard: lim Py(l X — 1> €) =0voor elke ¢ > 0.
n—>oco0
Voor 9= 0 geldt Po( X > &) <Py(1X | > ). Dus 00k 1im Py(X >€)=0
n—oo
Kiezen we ¢} > 0, dan betekent deze

0>0

limiet voor &= %191 , dat er een n;

(afhankelijk vanj ) is, zodat voor n > n;
geldt: Ry(X >2#))<0.01 = a (Dus de

b 8”2 ) kritieke grens c ligt dan links van > ).

Voor n > n; geldt:

)= Py (X 20) 2Py (X 2382 Py (X~ K1) = 1-Py (X -4 >12))
Weer volgens de sterke wet gaat de kans in het rechterlid naar 0, en omdat 5(}) < 1,
dus lim B(&) =1.

n—so0
(Een wat “slordiger” bewijs gaat analoog aan onderdeel c:
Ergeldt p(9) = Pﬁ()? 2c)=Py(X> 1+ 2.33An). Xis volgens de CLS bij benadering
N(&,9%m), dus f(S)=~1- D[ (1 +2.33Nn—)\N\n/ & ] =1- D[ 2.33/9—(1- I/ )\n ]
Voor ¢ > 1 geldt 2.33/9 — (1- 1/19)\/n — -o0 als n — oo, dus f(J )— 1 voor n — .
De toets is dus consistent.)

Opgave 4
Volgens het lemma van Neyman-Pierson is de toets die voor grote waarden van T de
nulhypothese verwerpt de MP-toets.

L(2)

Hierinis T = 1) , met L(4) = L(4; X}, ..., X,,) de aannemelijkheidfunctie uit opgave 3.a
e XX X2
T= — —~x, - 2 Ve ©”“ neemt grote waarden aan voor grote waarden van ) X; ,
e l

dus voor grote waarden van X = Iy x ;e
n

Dus de toets die voor X > ¢ verwerpt met onbetrouwbaarheid oy is de MP-toets.

Opgave 5



a. Toetsingsprocedure toegepast:

1. Model: (het gaat hier om twee onafhankelijke steekproeven, 1 uit de grote steden en 1 uit
de plattelandgemeenten , waarbij de variabele legeskosten worden gemeten. We
veronderstellen voor beide populaties normale verdelingen met onbekende [Ls (1] resp.
I ) en onbekende en gelijke 0’s: 0,=0,=0!!)

X, ..., Xs is een aselecte steekproef van N ((1;, e )enY), ..., Ysis een aselecte
steekproef van N ((t, & yen Xy, ..., Xg.,Y;, ..., Yg o0.0.
2. Toets Hy:py=p, tegen Hy:py # 1, metap=0.10

X-Y 2 _ m-1 ¢2 n—1
met §° = m+n—2 SX + m+n—2

3. Toetsingsgrootheid: T = S% enm=n=3§

S L+l

m n

4. T = T(m+n-2) =T(14) onder Hy.
5. Waargenomen is - 491.625—-452.375 ~1.14

2 2
[194612 | 578592 [1, 1
> T2 sty

6. Tweezijdige toets: P(I T(14) | > t) <0y ,dan H ,verwerpen.
De overschrijdingskans P(I T(14) | > t) = 2xP( T(14) > 1.14) > 2xP( T(14) > 1.35) = 20%

(Via kritieke waarde: | t | 2c, dan H jverwerpen.

Hierin is ¢ = 1.76 uit de T(14)-tabel met staartkans P(T(14) > c) = a/2 = 0.05).
7. De overschrijdingskans >0 = 10%, dus H ;niet verwerpen

(Via kritieke waarden: t = 1.14 ligt tussen de kritieke waarden -1.76 en + 1.76, dus Hy
niet verwerpen.)

8. Conclusie met onbetrouwbaarheid 10%: in grote steden verschillen legeskosten voor
(ver)bouwingen niet aantoonbaar van die van plattelandgemeenten.

b. De Rangsomtoets van Wilcoxon is het niet-parametrische alternatief
We ordenen de 8+8 waarnemingen en bepalen de rangnummers van de waargenomen
legeskosten bij de 8 steden: W= r(x;)=2+45+6+10+12+13+14+16=77.5

waarneming 381 | 397 | 402 | 410 | 410 | 428 | 450 | 451 | 457 | 500 | 501 | 511 | 519 | 528 | 560 | 640
rangnummer 1 2 3 45 145 |6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Stad * * * * * * * *

Er is één knoop 410 van twee waarnemingen met gemiddeld rangnummer (4+5)/2 = 4.5

W is bij benadering normaal verdeeld met iy, = m(NZ+ D = 8 (126 i)
, _oma(N =31 | 8x8x(16° —6x1-2%)

W2 NN-1 12 16(16 1)

(vergelijk formule zonder knopen geeft ow = 9.522)

=68 en

~90.71 dus ow=9.524

We toetsen Hy: “De verdelingen van de legeskosten zijn gelijk”
tegen H,: “De verdelingen zijn ten opzichte van elkaar verschoven” met o =0.10
Dus een tweezijdige toets:

Overschrijdingskans = 2xP(W > 77.5)= 2xP( W-68,77.5-68

9.524  9.524
=31.74% > oy = 0.10, dus Hy niet verwerpen: de zelfde conclusie als bij a.

)= 2x[1- P(Z < 1.00)]



