Uitwerking Toets 1 Statistiek - 26 september 2014 13:45 - 15:30

1. Als X chikwadraat-verdeling met m vrijheidsgraden, danis u = E(X) = meno? =2m
a var(X,)=2=22
' n n n
b. E(S?) =0?=2m

2. X is t-verdeeld met n vrijheidsgraden, dus X2 is F(1 n)-verdeeld en i = F(n,1)
(eventueel met de definitie X = —Z_ dus X% = W(n) = F(1,n), omdatZ N(0,1) en

’W(n)’
n n

Z en W(n) 0.0. zijn en dus ook Z? = W(1).)

3. Gegevenisdat E(X) = 0 en var(X) = l dusl =EX?) - (EX)2’=E(X?) = pu,

Dusm = u,(m — 2), ofwel 2u, = yu,m —m, DUSm = ““ -
2
M, =% ™ X? is de momentenschatter van E(X?) = u,,
van m
4. a. We bepalen eerst de verwachting en variantie van M = max(Xj, ..., X,,

):
Fyy(x) = P(max(Xl, ) $3) = PO S 20 POy <) = (%) 0o<x<s
fu(x) = —FM(x) =
E(M) _ f - X1 dx = [ nxnt1 ]B:LQ

(n+1)6m n+1

1 n+2

— 2
[(n+2)9n] n+2 oL

E(Mz)_fe 2 nx"

— 2y _ 2 n 2
dus var(M) = E(M ) — (EM)* = EYENEYE
De onzuiverheid van 8(a) =a-Mis b (H(a)) =E (9(a)) 0 =E(@aM)—0 = :9 -0

na? 2
(n+2)(n—-1)2

En var (@(a)) = var(aM) = a?var(M) =

b. MSE = b(é(a)) +var (9(a)) = [REIDE 4 1o |62 = £(a)6? is minimaal

(n+1)2 (n+2)(n+1)2
.. Y 2n(na-n-1) 2
voor minimale f(a): f'(a) = n(’:il’;z (n+2)’(1§+1)2 =0
a n+1)(n+2)
na—n—1+— =0, ofwel (n——)a—n+1 dusa = -—————
n+2 n+2 +2n+1

voor deze waarde is MSE minimaal omdat f"'(a) > 0

a. De onbetrouwbaarheid van deze toets is
a=PQL Xi=0lu=1) =]} P=1(X;=0) = (D" =e™"
de onbetrouwbaarheid lager dan a, = 0.05 als e™™ < 0.05, dus als n = —In(0.05) =
2.996, dus voor n > 3 (gegeven).

b. Het onderscheidend vermogen van deze toets is f(u) = P(QX i~ X; = 0|w), u € {0,1}.
(1) =e™™en
B(0) =1 (omdat voor u = 0, X ontaard is in 0: P(X = 0) = 1)



c. Detoets is zuiver als a < B(u) voor elke y uit ©; = {0}?
Dus moet gelden B(1) < B(0), hetgeen het geval is S(1) = e ™™ <1 = B(0) voor alle n
d. De toets is consistent als lim,,_,., £(0) = 1, Daar f(0) = 1, is de toets consistent.
e. Voorn=3isa < ay, zie a.
Deze toets is MP (“Most Powerful”) voor onbetrouwbaarheidsdrempel 0.05, omdat het
onderscheidend vermogen (0) = 1 minstens zo groot is als het onderscheidend
vermogen van een alternatieve toets.
Opmerking: het afleiden van de MP-toets m.b.v. het lemma van NP is in dit geval
moeizaam: de telleris 0 als };i~, X; # 0.

6. X uniform (continu) verdeeld op [671,0], dus f(x) = e—il = %, voor% <x<80.
0

Omgekeerd betekent de voorwaarde voor 6, dat & > x en 6 > % en dus 6 > max (x, i)

Aannemelijkheidsfunctie L(60) = [1; f(x;) = ( 6 )n met 6 > max (x X, — i)
] =1L ) =p5) > Ve s Xy e

. N C ., o \* 1 6%+1
Op dit definitiegebied is L(6) een dalende functie (L'(8) = n (92_1) i < 0)
Dus de m.a. schatting van @ is het randpunt van het definitiegebied (zie grafiek):
max (xl, ...,xn,i, ...,i) ey - .

X1 Xn De aannemelijkheidsfunctie L
6* = max(Xl,...,Xn,i,...,i). L({max)
X1 Xn

0 max_i (xi,1/xi)



