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1. Te bewijzen:
n∑
k=1
k2k = (n− 1)2n+1 + 2 alle n ≥ 1.

Bewijs:

(i)
1∑
k=1
k2k = 2 en (1− 1)22 + 2 = 2

dus bewering is juist voor n = 1.

(ii) Stel
n∑
k=1
k2k = (n− 1)2n+1 + 2 dan aan te tonen:

n+1∑
k=1
k2k = n2n+2 + 2.

Welnu: ∑n+1
k=1 k2k = ∑n

k=1 k2k + (n+ 1)2n+1 =
= (n− 1)2n+1 + 2+ (n+ 1)2n+1 =
= 2+ 2n+1((n− 1)+ (n+ 1)) =
= 2+ 2n+12n = 2+n2n=2

Uit (i) en (ii) volgt dat de bewering juist is voor alle n ≥ 1.

2. (a) Als f(x) Ú g(x) Ú h(x) voor alle x ∈ V met V omgeving van a, en als lim
x→a f (x) =

L en lim
x→ah(x) = L dan geldt ook lim

x→ag(x) = L.

(b) f is begrensd, dus er is een M ∈ R+ met −M Ú f(x) Ú M alle x ∈ R
g(x) = (x − 1)f (x) , Er geldt: 0 Ú |g(x)| = |x − 1||f(x)| Ú |x − 1|M
lim
x→1
|g(x)| = 0 want lim

x→1
|x − 1|M = 0 en lim

x→1
0 = 0 (gebruik insluitstelling)

Dus ook lim
x→1

g(x) = 0 = g(1) dus g is continu in 1.

(c) g is differentieerbaar in 1 als geldt: lim
x→1

g(x)− g(1)
x − 1

bestaat

g(x)− g(1)
x − 1

= (x − 1)f (x)− 0
x − 1

= f(x).
g is alleen differentieerbaar in 1 als lim

x→1
f(x) bestaat.

3. (a)

f(x) = tanx f(0) = 0

f ′(x) = 1
cos2 x

f ′(0) = 1

f ′′(x) = 2 sinx
cos3x

f ′′(0) = 0

f (3)(x) = 2 cos4x + 6 sin2 x cos2x
cos6x

f (3)(0) = 2

= 2 cos2x + 6 sin2 x
cos4 x



f (4)(x) = 16 sinx cos2 x + 24 sin3 x
cos5 x

f (4) = 0

tanx = x + 2
3!x

3 + σ(x4)

(b)

limx→0
tanx−x

√
1+x2

x3 = limx→0

x + x
3

3
+σ(x4)− x(1+ 1

2x
2 +σ(x3))

x3

= limx→0

x3

3 −
1
2x

3+σ(x4)
x3 = limx→0

1
3 − 1

2 + σ(x) = −1
6

4. (a) ∫ x3−8x−8
x3+2x2+2xdx = ∫ x3+2x2+2x−10x−8−2x2

x3+2x2+2x dx =

= ∫
1− 2x2+10x+8

x(x2+2x+2)dx = x − 2
∫ x2+5x+4
x(x2+2x+2)dx∫ x2+5x+4

x(x2+2x+2)dx = ∫ 2
x + −x+1

x2+2x+2dx =

= 2 lnx + ∫ − 1
2 (2x+2)+2
x2+2x+2 dx = 2 lnx − 1

2 ln(x2 + 2x + 2)+ 2
∫ 1
x2+2x+2dx∫ 1

x2+2x+2dx = ∫ 1
(x+1)2+1dx =

= ∫ 1
t2+1dt = arctan t + c = arctan(x + 1)+ c

Gebruikte Breuksplitsing:

A
x
+ Bx + C
x2 + 2x + 2

= x2 + 5x + 4
x(x2 + 2x + 2)

A(x2 + 2x + 2)+ Bx2 + Cx = x2 + 5x + 4
A+ B = 1
2A+ C = 5
2A = 4

a


A = 2
B = −1
C = 1

Gevraagde primitieve:

x − 2(2 lnx − 1
2 ln(x2 + 2x + 2)+ 2 arctan(x + 1))+ c =

x − 4 lnx + ln(x2 + 2x + 2)− 4 arctan(x + 1)+ c.
(b) ∫∞

1
ln(1+x2)
x2 dx = lima→∞

∫ a
1

ln(1+x2)
x2 dx∫ ln(1+x2)

x2 dx = − 1
x ln(1+ x2)+ ∫ 1

x · 2x
1+x2dx =

= − ln(1+x2)
x + 2 arctanx + c∫∞

1
ln(1+x2)
x2 dx = lima→∞

[
− ln(1+x2)

x + 2 arctanx
]a

1
=

= lima→∞− ln(1+a2)
a + 2 arctana+ ln 2

1 − arctan 1 =

= π + ln 2− 1
2π = 1

2 + ln2



want

lim
a→∞

ln(1+ a2)
a

= 0 omdat

0 Ú ln(1+ a2)
a

Ú lna3

a
= 3 lna

a
en lim

a→∞
3 lna
a

= 0

(standaard limiet).

5. f(x1, x2) =
x3

1 + x4
2

x2
1 + x2

2
als x ≠ 0; f(0) = 0

(a)

∂f
∂x1

(0,0) = lim
x1→0

f(x1,0)− f(0,0)
x1 − 0

= lim
x1→0

x1

x1
= 1

∂f
∂x2

(0,0) = lim
x2→0

f(0, x2)− f(0,0)
x2 − 0

= lim
x2→0

x2
2

x2
= 0

(b) partiële afgeleiden geven D0f als f differentieerbaar is in 0:

(D0f)(h) = h1

Dus als f differentieerbaar in 0 dan r(h) = f(h)− f(0)−h1.

limh→0
r(h)
|h| = limh→0

h3
1+h4

2

(h2
1+h2

2)
√
h2

1+h2
2

− h1√
h2

1+h2
2

=

= limρ↓0
p3 cos3ϕ+ρ4 sin4ϕ

ρ3 − ρ cosϕ
ρ = limρ↓0 cos3ϕ + ρ sin4ϕ− cosϕ

is afhankelijk van ϕ dus limiet bestaat niet.
Conclusie: f is niet differentieerbaar in 0.


