
Opgave 1

a) Ja, de bedieningsduur is exponentieel verdeeld dus vanwege geheugenloosheid
is er geen verschil of een bediening op een zeker moment opnieuw start of gewoon
doorgaat.

b) Zij X en Y de resterende bedieningstijden van, respectievelijk, een heer en
een dame, dan is Z = min(X,Y ) de gevraagde kansverdeling.

X ∼ exp(2) en Y ∼ exp(3/2) vanwege geheugenloosheid. Het minimum van
2 onderling onafhankelijke exponentieel verdeelde stochasten is exponentieel
verdeeld met parameter de som van de beide parameters, Z ∼ exp(7/2).

c) Neem als toestanden (h, d) het aantal (heren,dames). Het transitiediagram
is:
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Neem als kansverdeling P (h, d) de kans op h heren en d dames. De balansvergelij-
kingen zijn:

3P (0, 0) = 3/2P (0, 1) + 2P (1, 0)

9/2P (0, 1) = 2P (0, 0) + 3P (0, 2) + 2P (1, 1)

6P (0, d) = 2P (0, d− 1) + 3P (0, d+ 1) + 2P (1, d) d ≥ 2

5P (1, 0) = P (0, 0) + 3/2P (1, 1) + 4P (2, 0)

7P (h, 0) = P (h− 1, 0) + 4P (h+ 1, 0) + 3/2P (h, 1) h ≥ 2

13/2P (h, d) = P (h− 1, d) + 2P (h, d− 1) + 2P (h+ 1, d) + 3/2P (h, d+ 1) h, d ≥ 1

aangevuld met de vergelijking voor normering:

∞∑
h=0

∞∑
d=0

P (h, d) = 1

d) Beide robots kunnen zowel dames als heren bedienen. De totale hoeveelheid
werk die per uur verwerkt kan worden is dus 2 uur indien er minimaal 2 klanten
aanwezig zijn. De bedieningsduur van bediening door de robot wordt bepaald
door de klant de ze bedienen. We onderscheiden 3 gevallen. (1) h, d ≥ 1 Per uur
komt er 1/2 uur werk van heren en 4/3 uur werk van dames binnen. De totale
hoeveelheid werk die per uur binnenkomt ((1/2) + (4/3) = 11/6 uur) is dus
minder dan de hoeveelheid werk die verwerkt kan worden. (2) h = 0 Indien er
minimaal 2 dames aanwezig zijn is de vertrekintensiteit van dames 3 per uur en
de aankomstintensiteit 2 per uur. (3) d = 0 Indien er minimaal 2 heren aanwezig
zijn is de vertrekintensiteit van heren 4 per uur en de aankomstintensiteit 1 per
uur. In alle gevallen is de vertrekintensiteit groter dan de aankomstintensiteit.
Het systeem is dus stabiel.

e) De kans dat er h heren in het systeem zijn is
∑∞
d=0 P (h, d). Het gemiddeld

aantal heren in het systeem is dus:

E(# Heren) =

∞∑
h=0

h

∞∑
d=0

P (h, d)

Indien er h heren in het systeem zijn en minimaal 1 dame wachten er h−1 in
de rij en indien er geen dames zijn dan wachten er h−2 in de rij. Het gemiddeld
aantal heren in de rij is dus:

E(# Heren in de rij) =

∞∑
h=1

(h− 1)

∞∑
d=1

P (h, d) +

∞∑
h=2

(h− 2)P (h, 0)
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f) Robot M.An is niet aan het werk in de toestanden (0, 0) en (0, 1). Dus de
fractie van de tijd dat M.An aan het werk is, is 1 − P (0, 0) − P (0, 1).

Robot V.Rouw is niet aan het werk in de toestanden (0, 0) en (1, 0). Dus de
fractie van de tijd dat V.Rouw aan het werk is, is 1 − P (0, 0) − P (1, 0).

g) Alleen in toestand (0,0) zijn beide robots niet aan het werk. Het aankomst-
proces van heren en dames is Poisson. De tijd tussen aankomsten van heren en
dames is dus exponentieel verdeeld met rates 1 en 2. Vanwege geheugenloosheid
van de exponentiële verdeling is op het moment dat beide robots niets meer te
doen hebben de resterende tijd tot volgende aankomst van een heer dus ook
expontieel verdeeld met rate 1 en evenzo voor dame met rate 2. De gemid-
delde tijd in deze toestand is de verwachtingswaarde van het minimum van 2
onafhankelijke exponentiële verdelingen met rates 1 en 2. Dit is dus 1

1+2uur =
20 minuten.

Opgave 2

a) De balansvergelijkingen zijn:

π1 =
1

2
π2 +

2

3
π4

π2 = π1

π3 =
1

2
π2 +

1

3
π4

π4 = π3

aangevuld met de vergelijking voor normering:

1 = π1 + π2 + π3 + π4

Uitdrukken van de πi in π1 geeft π2 = π1 en π3 = π4 = 3/4π2 = 3/4π1. Invullen
in de vergelijking voor normering geeft dan:
π1 = 4

14 , π2 = 4
14 , π3 = 3

14 en π4 = 3
14 .

b) De ”mean first passage time” voor toestand i naar zichzelf wordt gegeven
door mii = 1

πi
. Dus het verwachte aantal overgangen dat nodig is om vanuit

toestand 1 voor het eerst toestand 1 opnieuw te bereiken is m1 = 1
π1

= 14
4 .

c) ρi = πi

µi
. De simultane kans dat er in het systeem metm klanten (n1, n2, n3, n4)

klanten bij de verschillende stations zijn is:

Pm(n1, n2, n3, n4) =

 Cm

(
16
14

)n1
(

12
14

)n2
(

6
14

)n3
(

3
14

)n4

n1 + n2 + n3 + n4 = m

0 anders
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Hierin is Cm de normeringsconstante:

Cm =

{ ∑
n1,n2,n3,n4:n1+n2+n3+n4=m

(
16

14

)n1
(

12

14

)n2
(

6

14

)n3
(

3

14

)n4
}−1

NB: Door veel studenten is in plaats van bovenstaande formule voor Cm onder-
staand antwoord gegeven. Dit is ook goed gerekend.
Deze kan worden berekend met behulp van Buzens algoritme. De startwaardes
zijn Gi(0) = 1 en G1(k) = ρk1 . Volgende waardes kunnen berekend worden
met: Gi(k) = Gi−1(k) + ρiGi(k − 1). Omdat er 4 stations zijn en m klanten is
Cm = (G4(m))−1.

d) Volgens de Aankomststelling geldt dat een klant die aankomt bij een station
in een gesloten netwerk met m = 2 klanten de evenwichtsverdeling ”ziet” van het
netwerk met m = 1 klanten. De gevraagde simultane verdeling is dus simultane
kansverdeling met m = 1 uit antwoord c).

e) (m=1) F1(i) = 1/µi, dus F1(1) = 4, F1(2) = 3, F1(3) = 2 en F1(4) = 1.

1 = m =
∑
L1(i) = λ1

∑
πiF1(i) = λ 37

14 , dus λ1 = 14/37.

λ1(i) = λ1πi, dus λ1(1) = 4/37, λ1(2) = 4/37, λ1(3) = 3/37 en λ1(4) = 3/37.

Hier volgt het gemiddelde aantal klanten bij station i uit: L1(i) = λ1(i)F1(i),
dus L1(1) = 16/37, L1(2) = 12/37, L1(3) = 6/37 en L1(4) = 3/37.
De gemiddelde verblijftijd bij station i is F1(i).

(m=2) F2(i) = (1 + L1(i))/µi, dus F2(1) = 212/37, F2(2) = 147/37, F2(3) =
86/37 en F2(4) = 40/37.

2 = m =
∑
L2(i) = λ2

∑
πiF2(i) = λ 1814

518 , dus λ2 = 518/907.

λ2(i) = λ2πi, dus λ2(1) = 148/907, λ2(2) = 148/907, λ2(3) = 111/907 en
λ2(4) = 111/907.

Hier volgt het gemiddelde aantal klanten bij station i uit: L2(i) = λ2(i)F2(i),
dus L2(1) = 848/907, L2(2) = 588/907, L2(3) = 344/907 en L2(4) = 160/907.
De gemiddelde verblijftijd bij station i is F2(i).

f) Om van station 1 weer naar station 1 te gaan zal de klant door stations 1
en 2 moeten en mogelijk l door stations 3 en 4. Het aantal cykels door station
3 en 4 is geometrisch met een gemiddelde van 3/2. De kans dat er cycels door
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3 en 4 zijn is 1/2. De verwachte tijd tot terugkeer is dus:

E(tijd tot terugkeer) = (F2(1) + F2(2)) + (1/2) ∗ (3/2) ∗ (F2(3) + F2(4))

=
212

37
+

147

37
+

3

4

(86

37
+

40

37

)
=

907

74
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