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Kenmerk: OMPLll.OI5/Iw
 
Datum: 8 april 2011
 

TENTAMEN STOCHASTISCHE MODELLEN IN OPERATIONS
 
MANAGEMENT (191530881)
 

Dinsdag 12 april 2011, 8.45 -11.45 uur
 

Opmerkingen vooraf: 
I. Het gebruik van boeken, syllabi, grafische rekenmachines of aantekeningen is niet 

toegestaan bij dit tentamen. Een eenvoudige rekenmachine is wel toegestaan. 
2. Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven. 
3. De score voor dit tentamen is gelijk aan (aantal behaalde punten+4)/4. 
4.	 Alle antwoorden dienen te worden gemotiveerd en waar nodig van een 

berekening te worden voorzien. 

.-1	 Opgave 1 (8 punten) 
Een potentiële langstudeerder van de opleiding TBK heeft zijn B-opdracht afgerond en, 
zeer tot zijn opluchting, ook SMOM gehaald. Hem resten het laatste kwartiel van dit 
studiejaar nog 3 lastige vakken, te weten A, B en C. Hij wil alles op alles zetten om, naast 
zijn werk bij Stress en AH, die vakken dit studiejaar nog afte ronden. Hij besluit zijn 
sociale verplichtingen op een laag pitje te zetten, zodat hij 40 uur per week kan studeren. 
Hij heeft een inschatting gemaakt van de kansen dat hij een bepaald vak zal halen als 
functie van de tijd die hij er in investeert. Hij kan aan een vak wekelijks 0, 1,...,5 dagen 
besteden. Neem aan dat het aantal dagen dat hij aan een bepaald vak besteedt van week 
tot week hetzelfde is (dus bijvoorbeeld: hij besteedt het gehele kwartiel 2 dagen aan vak 
A elke week). De slaagkansen voor een bepaald vak bij de verschillende niveau's van 
inspanning staan in de volgende tabel: 

Aantal dagen Slaag:kans A Slaagkans B Slaagkans C 
0	 .20 .25 .10 
1	 .40 .50 .30 
2	 .60 .60 .45 
3	 .75 .70 .55 
4	 .80 .75 .65 
5	 .85 .80 .70 

De student wil zijn tijd zodanig over de vakken verdelen dat de kans dat hij geen enkel 
vak haalt zo klein mogelijk is. Hij besluit zijn bij SMOM opgedane kennis in praktijk te 
brengen en dit probleem op te lossen met stochastische dynamische programmering. Hij 
komt tot de conclusie dat hij 5 dagen per week aan vak A moet besteden. De student voelt 
wel aan dat dit niet de optimale oplossing is, maar hij kan de fout in zijn model niet 
vinden. Hij vraagt jullie om hulp. 



a)	 Formuleer het probleem als een stochastisch dynamisch
 
programmeringsprobleem. Wat kies je als:
 
- fasen
 
- toestanden
 
- beslissingen
 
- optimale-waardefunctie?
 

b) Geef de recurrente betrekking voor de optimale-waardefunctie. 
c) Los het probleem op via dynamische programmering. (Er hoeft geenpolicy fable 

gegeven te worden.) 

Opgave 2 (10 punten) 
Een machine kan zich aan het begin van een maand in vier toestanden bevinden: goed, 
redelijk, matig en slecht. De opbrengst vande productie van de machine (in euro's), 
afuankelijk van de toestand waarin die zich bevindt aan het begin van de maand, bedraagt 
per maand: 200 (goed), 150 (redelijk), 100 (matig) en 20 (slecht). 
Aan het eind van iedere maand kan de machine onderhouden afvervangen worden. 
Indien de machine aan het begin van de maand in goede staat verkeert, dan wordt nooit 
onderhoud verricht en de machine wordt uiteraard ook niet vervangen aan het eind van de 
maand. Indien de machine aan het begin van de maand in redelijke staat verkeert, dan 
wordt aan het eind van de maand gekozen voor klein onderhoud (kosten 20 euro) of geen 
onderhoud. Als gekozen wordt voor klein onderhoud, dan is de machine aan het begin 
van de volgende maand weer in goede staat Indien de machine aan het begin van de 
maand in matige staat verkeert, dan kan aan het eind van de maand gekozen worden voor: 
geen onderhoud, klein onderhoud ofgroot onderhoud (kosten 100 euro). Bij klein 
onderhoud is de toestand van de machine aan het begin van de volgende maand redelijk, 
bij groot onderhoud goed. Indien de machine aan het begin van de maand in slechte staat 
verkeert, dan kan aan het eind van de maand gekozen worden voor: klein onderhoud, 
groot onderhoud of vervanging (kosten 300 euro). Bij klein onderhoud is de toestand van 
de machine aan het begin van de volgende maand matig, bij groot onderhoud redelijk. 
Vervanging zorgt er uiteraard voor dat de toestand aan het begin van de volgende maand 
goed is. Als er geen onderhoud wordt verricht, dan zijn de overgangskansen als volgt: 

ma('li::..r 0 0 0.2 0.8 

S1éèWk 0 0 0 I 

De directie vraagt zich af wat de optimale onderhoudsstrategie is die de verwachte 
verdisconteerde opbrengsten minus kosten over een oneindige horizon maximaliseeert bij 
een verdisconteringsfactor van ~ = 0.8 per maand. 



a)	 Bepaal voor dit Markov beslissingsprobleem respectievelijk de toestanden, de 
mogelijke beslissingen in een bepaalde toestand, de directe opbrengsten minus 
kosten als functie van de toestand en de beslissing, en de overgangskansen. 

b)	 Formuleer de optimaliteitsvergelijking voor de optimale-waardefunctie V(i). 
c)	 Voer twee slagen uit van het successieve-approximatie (va/ue iteration) 

algoritme, d.w.z. bepaal VlO) en V2(i), uitgaande van VoO) =O. Bepaal in elke 
stap de bijbehorende kandidaat-strategie. 

Veronderstel dat het bedrijf de volgende onderhoudsstrategie hanteert voor de 
machine: er wordt geen onderhoud verricht als de machine zich aan het begin van de 
maand in goede of redelijke staat bevindt, er wordt klein onderhoud verricht indien de 
machine in matige staat verkeert en groot onderhoud indien de machine in slechte 
staat verkeert. 

d) Wat zijn de verwachte verdisconteerde opbrengsten voor elke begintoestand bij 
deze strategie/politiek? 

e) Gebruikpolicy iteration om te laten zien dat de gegeven politiek niet optimaal is. 

Opgave 3 (10 punten) 
Het werkcollege SMOM op vrijdagmiddag wordt slecht bezocht. Er zijn slechts 4 
studenten aanwezig. Deze studenten zijn echter wel serieus bezig. Ze hebben regelmatig 
vragen die door de docent volgens het FIFü principe worden beantwoord. Neem aan dat 
de door elke individuele student gestelde vragen gegenereerd worden door een Poisson 
proces met intensiteit À per uur. Het beantwoorden van een vraag vergt een een negatief 
exponentieel verdeelde tijdsduur met een gemiddelde van I/IJ. uUr. Als er drie afmeer 
vragen zijn, dan wordt de docent zenuwachtig en geeft kortere antwoorden, de 
gemiddelde beantwoording van een vraag vergt dan 1/(2IJ.) uur. Door de kortere 
antwoorden neemt het aantal vragen echter niet toe. (Wellicht moet de docent zich in de 
volgende collegecyclus sowieso beperken tot kortere antwoorden.) 

a) Teken een transitiediagram voor deze situatie. 
b) Bepaal de evenwichtsvergelijkingen en bepaal hieruit de evenwichtskansen. Voor 

welke waarden van À. en J.l is het systeem stabiel? 

De antwoorden op de volgende vragen mogen uitgedrukt worden in À, Jl. en de 
evenwichtskansen uit onderdeel b). 

c)	 Wat is het gemiddelde aantal studenten van wie de vraag nog niet beantwoord is 
(dus inclusief de student van wie de docent de vraag aan het beantwoorden is)? 

d) Wat is de gemiddelde wachttijd van een student met een vraag? 
e) Hoeveel vragen beantwoordt de docent gemiddeld per uur? 
f) Wat is de gemiddelde lengte van een interval waarin de docent onafgebroken 

vragen beantwoordt? 



Opgave 4 (8 punlea)
 
Beschouw een Markov keten met de volgende overgangskansen:
 

o 1/3 2/3 0
 

1 0 0 0
 

o 0 0 1
 

2/3 0 1/3 0
 

a) Bepaal de stationaire kansverdeling voor deze Markovketen. 
---:? b) Bepaal het verwachte aanta! overgangen qat nodig is om vanuit toestand t voor 

het eerst toestand 2 te bereiken. 

Beschouw de Markov keten nu als een gesloten netwerk. We spreken vanaf nu van 
stations in plaats van toestanden. 
Neem aan dat er m jobs in het systeem aanwezig zijn. 
Neem aan dat ieder station een enkele server heeft en dat in de wachtruimtes bij de 
stations plaats is voor alle aankomende jobs. De gemiddelde bedieningsrate (per 
tijdseenheid) in de verschillende stations bedraagt resp. III = 3110, Jl2 = 2110, Jl3 = 3110 en 
~~6110. 

c) Bepaal m.b.v. mean va/ue analysis de gemiddelde verblijftijd van een job bij elk 
van de 4 stations in het geval dat m = 2. (Hint: laat breuken staan) 

d) Neem weer aan dat m = 2. Laat zien dat uit het algoritme van Buzen volgt dat 
C4(2) = 23/4. Wat is de bezettingsgraad van machine I? 



..
 

Kenmerk: EWIIo/TW/SOR/RB/ol 
Datum: 8 April 2010 

Tentamen Stochastische Modellen in Operations
 
Management (153088)
 

Dinsdag 13 april 2010, 8:45 - 11:45 uur
 

Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven. 
Eindcijfer ~ (aantal behaalde punten+\0)/10. 

Venneld ook uw studentnwnmer op uw werk. 

Opgave \ (20 punten) 

• 
Chocoladefabriek S&P, gespecialiseerd in de productie van chocolade Sinterklazen en 
Paashazen, is benaderd door warenhuis HA1vfE, dat wil starten met de verkoop van 
chocolade Sinterklazen, om exclusief voor HAME de productie van chocolade Sinterklazen 
te verzorgen. S&P's huidige jaarlijkse winst bedraagt 1 miljoen euro. Het voorstel van 
HAME zal een bijdrage tot de winst geven ter grootte van 200.000 euro. Tegelijkertijd kan 
S&P niet meer onder eigen naam chocolade Sinterklazen verkopen (maar DOg wel chocolade 
Paashazen), waardoor de huidige winst van S&P met 25% zal dalen met kans 0.\, 30% zal 
dalen met kans 0.6 en 35% zal dalen met kans 0.3. Indien S&P niet op HAMEs voorstel 
ingaat zal een concurrent met kans 0.4 op dit voorstel ingaan. In dat geval zal de winst van 
S&P op dezelfde wijze dalen, tenzij S&P een mooiere soort Sinterklazen zal gaan 
produceren of de prijs van haar chocolade Sinterklazen verlaagt. Opstarten van de productie 
van een nieuwe soort Sinterklazen kost 100.000 euro, met als resultaat dat de huidige winst 
slechts 10% daalt met kans 0.2, 15% met kans 0.7 of20% met kans O.\. De prijsverlaging 
heeft als resultaat dat de winst daalt met 10% met kans 0.1, 15% met kans 0.8 en 20% met 
kans 0.1. Wanneer S&P besluit tot prijsverlaging, kan de concurrent dat ook doen. De kans 
dat de concurrent tot prijsverlaging besluit is O.5.\n dat geval zal de winst \0% dalen met 
kans 0.\, 15% dalen met kans 0.6 en 20% dalen met kans 0.3. 

Construeer voor dit probleem een beslisboom en bepaal een optimale beslispolitiek voor 

•
 S&P.
 



Opgave 2 (25 punten) 
Bij de productie van vliegtuigen worden onderdelen gebakken in een speciaal daarvoor 
bestemde bakoven. De productie in deze bakovens vindt plaats door middel van zogeheten 
productie-runs, welke een volle dag duren. Vindt op een dag een productie-run plaats dan 
worden alle aanwezige onderdelen, met een maximum van drie, in de oven gebakken om 
vervolgens te worden getransporteerd naar een volgende afdeling. Liggen aan het begin van 
een dag drie ofmeer onderdelen te wachten dan wordt altijd een productie-run gestart. 
Liggen er een of twee onderdelen te wachten dan heeft men de keuze om die dag al ofniet te 
produceren. >' 

Het aankomstproces van onderdelen is stochastisch: iedere dag komt 1 onderdeel aan met 
kans 2/3 of geen onderdeel met kans 113. Een onderdeel arriveert aan het begin van de dag 
voor de start van een productie-run, maar na het moment waarop besloten wordt al dan niej 
een productie-nm te starten. Een aan het begin van de dag gearriveerd onderdeel zal wel 
worden meegenomen in de productie-run, indien daannee het maximum van 3 onderdelen 
niet wordt overschreden. 
Aan het begin van dag 1, voor een eventuele aankomst van een onderdeel zijn niet meer dan 
2 onderdelen aanwezig. De kosten van een productie-nm bedragen 1000 euro. De kosten van • 
onderhanden werk (onderdelen die liggen te wachten tot de start van een productie-run) 
bedragen 100 euro per dag per onderdeel aanwezig aan het begin van de dag, inclusief een 
eventueel gearriveerd onderdeel, 

Gezocht wordt een optimale productiepolitiek, welke de verwachte verdisconteerde kosten 
over een oneindige horizon minimaliseert. De disconteringsfactor bedraagt 3/4 per dag. 

';
kt .. a. Verklaar.waarom op het beslismoment voor al dan nieJ draaien productie:IUI1, 3@.het 
~ , begin van de dag nooit meer dan drie onderdelen voor de oven liggen te wachten. 

'.t b. Bepaal de toestanden, de beslissingen in die toestanden, de directe kosten als functie 
van de toestand en gekozen beslissing, en de overgangskansen behorend bij dit 
Markov beslissingsprobleem. 

c, Formuleer de optimaliteitsvergelijkingen voor dit probleem. 
d. Hoeveel stationaire politieken zijn er? Verklaar uw antwoord. 

'...•. , 

e. 

f. 

Onderzoek m.b.v. het politiek (strategie) iteratie algorilhme of de politiek welke pas 
een productie~runstart als er drie onderdelen liggen te wachten optimaal is. 
Formuleer een LP probleem waarmee de optimale stationaire politiek bepaald kan 
worden. Hoe wordt deze politiek na oplossing van het LP model gevonden? • 

". 



Opgave 3 (25 punten)
 
Een productiesysteem bestaat uit drie machines: 2 identieke van type A en 1 van type B.
 
Deze machines vallen frequent uit, waardoor er pennanent een onderhoudsmonteur 
beschikbaar wordt gehouden. De machine van type B is zo belangrijk, dat deze in geval van 
uitval direct door de monteur wordt gerepareerd, ook indien deze bezig was met repareren 
van een machine van type A. In dit geval zal na reparatie van de type B machine de reparatie 
van de type A machine worden afgemaakt. De reparatietijden zijn exponentieel verdeeld met 
gemiddelden 6 en 3 minuten voor respectievelijk de typen A en B. De tijd die verstrijkt 
tussen einde van een reparatie van een machine en het eerstvolgende moment dat deze weer 
uitvalt is voor A en B eveneens exponentieel verdeeld met respectievelijke gemiddelden van 
30 en 15 minuten. 

a)	 Verklaar waarom niet is venneld wat de verdeling is van de resterende reparatieduur 
van een type A machine waarvan de reparatie wordt onderbroken. 

• 
b) Teken het transitiediagram voor het proces {(X(t),Y(t)}, waarin X(t) het aantal 

defecte A-machines is en Vet) het aantal defecte B-machines. Druk de intensiteiten 
ui! in aantallen per uur. 

c)	 Formuleer de evenwichtsvergelijkingen voor de stationaire kansen P(ij) van het 
proces {(X(t),Y(t)}. [Oplossing wordt niet gevraagd!] 

d) Wat verandert er in het transitiediagram in b) wanneer er twee monteurs aanwezig 
zouden zijn, die niet samen aan 1 machine kurmen werken? 

We beschouwen nu weer het geval met 1 monteur. De antwoorden van de volgende vragen 
mogen worden uitgedrukt in de P(ij)'s. 

e) Bepaal het gemiddelde aantal defecte A-machines dat op reparatie wacht. 
f) Hoe groot is de bezettingsgraad van machine B? Wat gebeurt er met dit antwoord 

indien er slechts 1 machine van type A zou zijn? [Verklaar uw antwoord.] 
g)	 Stel dat de machines van type A en B respectievelijk 50 en 100 producten per uur 

kunnen produceren. Hoeveel A- en B-producten worden gemiddeld per uur 
geproduceerd? 

h)	 Hoe groot is het gemiddeld aantal uitvallen per uur voor beide typen machines en 

•
 wat zijn de gemiddelde wachttijden voor beide typen?
 
i) Hoe groot is de gemiddelde tijd tussen twee opeenvolgde uitvallen voor beide typen?
 
j) Wat is de kansverdeling van een aaneengesloten periode waarin alle machines defect
 

zijn? 



Opgave 4 (20 punten)
 
Beschouw de Markov keten uit onderstaande figuur. De getallen langs de pijlen geven de
 
overgangskansen tussen de vier toestanden.
 

1/3 

213 1/2 

1/2 

IJ, , • 
a)	 Bepaal de stationaire kansvetdeling van deze Markov keten. 
b) Bepaal het verwachte aantal overgangen dat nodig is om vanuit toestand 1 voor het eerst 

toestand 4 te bereiken., en het verwachte aantal overgangen dat nodig is om vanuit 
toestand 4 voor het eerst toestand 1 te bereiken. 

Beschouw de Markov keten nu als gesloten netwerk van wachtrijen. We spreken nu van 
stations in plaats van toestanden. leder stathJn-bezit één server, en iedere aankomende'k..ianT -~---_.,---­
kan worden opgenomen in de wachtrij. Bediening is in volgorde van binnenkomst. De 
bedieningsduren bij de stations zijn exponentieel verdeeld, en de verwachte bedieningsduren 
in de vier stations zijn respectievelijk 4, 3, 2, en 1 minuut. 

c)	 Bepaal m.b.v. het algorithme van Buzen voor een netwerk dat twee klanten bevat de 
kans dat er (nI,nZ,nJ,I14) klanten aanwezjg zijn bij de verschillende stations. 

d) Bepaal m.b.v. Mean Value Analyse het verwachte aantal klanten en de verwachte 
verblijftijd in de vier stations vaar het geval waarin het netwerk 1 klant bevat en voor het 
geval waarin het netwerk 2 klanten bevat. • 

e)	 Wat is de bezettingsgraad van station 1 voor het geval waarin het netwerk 1 klant bevat 
en voor het geval waarin het netwerk 2 klanten bevat? 

bJH,,,, *,"1 p<t<"'rf h""	 - p,. ~ "oc(.,'! ftl)'· _, .. u . 

.f.., - ~'I 
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FACULTEiT MANAGEMENT en BESTUUR 
Kenmerk: OMPL09.025/1w 
Datum: 19 juni 2009 

TENTAMEN STOCHASTISCHE MODELLEN IN OPERATIONS
 
MANAGEMENT (153088)
 

Vrijdag 26 juni 2009,13.30-16.30 uur
 

Opmerkingen vooraf: 
I. Gelieve het blok bovenaan het tentamformulier in te vullen, inclusiefstudentnummer, 

opleiding en vakcode. 
2.	 Het gebruik van boeken, syllabi, grafische rekenmachines of aantekeningen is niet 

toegestaan bij dit tentamen. Een eenvoudige rekenmachine is wel toegestaan. 
3. Dit tentamen bestaat uit4 opgaven. 
4. De score voor dit tentamen is gelijk aan (aantal behaalde punten+4)/4. 
5. Alle antwoorden dienen te worden gemotiveerd en waar nodig van een 

berekening te worden voorzien. 
6.	 De opgaven moeten aan het eind van het tentamen ingeleverd worden. 

"-. 
Opgave 1 (10 punten) 
Onderneming A maakt precisie-onderdelen die door klant B ingebouwd worden in 
meetapparatuur die gebruikt wordt binnen de electroteclmische industrie. Het gaat in deze 
opgave om het onderdeel C dat aan stringente eisen moet voldoen. De kans dat een 
geproduceerd onderdeel C goed is, d.W.Z. voldoet aan alle eisen is gelijk aan 0.5. Om die 

.~ -
reden maakt onderneming A meer onderdelen dan gevraagd worden door klant B, in de 
hoop dat er dan in elk geval voldoende goede onderdelen bij zitten. 

Neem aan dat klant B één onderdeeLC besteld heeft. Onderneming A kan maximaal 3 
productierun..s..draaien vóór het aflevertijdstip.ln een productierun kan een variabel aantal 
onderdelen C geproduceerd worden (bijv. 4 stuks in de eerste run en 6 in de tweede en 
d~e run). De setup-kosten voor een productierun bedragen {gO G~_Jgetdeenheden). De 
variabele productiekosten voor e~ onderdeel C bedragen 100 GE.. In een productierun 
kunnen paximaal 6 onderdelen geproduceerd worden. Indien onderneming A er niet in 
slaagt om één goed onderdeel C te produceren op tijd, dan moet zij een boete betalen aan 
klant B ter grootte van 1600 GE. Neem aan dat bij een productierun ter grootte.p de kans 
dat k van de 11 geproduceerde onderdelen goed zijn, gegeven wordt door een binomiale 
ve;(iëïing iiiëtSucceskans..0.5, dus . 
PIk onderdelen goed In een batch ter grootte li) ~ n;*CO.5)'*CO.5)""k/[k!*Cn-k)!] 

Bepaal m.b.v dynamische programmering een strategie m.b.t. de optimale grootte van de 
productieruns die de totale kosten voor onderneming A minimaliseert. 

a)	 Formuleer het probleem als een stochastisch dynamisch programmerings­

probleem. Wat kies je als:
 



- fasen
 
- toestanden
 
- beslissingen
 
- optimale-waarde functie.
 

b) Geef de recurrente betrekking voor de optimale-waarde functie. 
c) Los het probleem op via dynamische programmering. Beschrijfde optimale 

strategie. 
d) De eis dat een productierun uit maxirnaal6 onderdelen bestaat is overbodig. Laat 

dit zien voor fase 3. (Hint: In(2) ~ 0.69, 0.5' ~ exp(-xln(2))) 

Opgave 2 (7 punten) 
De wekelijkse vraag naar een bepaald product is stochastisch. De vraag in een bepaalde 
week is gelijk aan 1 of aan 2 eenheden, elk met kans 0.5. De voorraad van het product 
wordt elke maandagochtend gecontroleerd. Indien een bestelling wordt geplaatst ter 
grootte van x eenheden. dan zijn de besteDcasten gelijk aan 8 + 2x geldeenheden (GE). 
De levertijd is verwaarloosbaar, dus producten die maandagochtend besteld worden, zijn 
tijdig bÎnnen om gebruikt te kuIUlen worden om aan de vraag gedurende die week te 
voldoen. Er moet altijd volledig aan de vraag voldaan worden. De voorraadruimte is 
geschikt voor maximaal 2 eenheden. De voorraadkosten over de eindvoorraad bedragen 2 
GE per eenheid per week. 
Gevraagd wordt wat een optimale bestelstrategie is die de verwachte verdisconteerde 
kosten over een oneindige horizon minimaliseert (bij een verdisconteringsfactor van 0.8). 

a)	 Bepaal voor dit Markov beslissingsprobleem respectievelijk de toestanden, de 
mogelijke beslissingen in een bepaalde toestand, de directe kosten als functie van 
de toestand en de beslissing, en de overgangskansen. 

b) Fonnuleer de optimaliteitsvergelijking. 
c) Gebruikpolicy iteratioll om te bepalen of de strategie waarbij zo weinig mogelijk 

wordt besteld elke week optimaal is. 
d) Pas 2 stappen toe van het waarde-iteratie algoritme. 

Opgave 3 (11 punten) 
Bij een kleine drogisterij werken een caissière en een vakkenvuller. Nonnaliter vervullen 
ze allebei hun eigen taaie Maar als het erg druk is aan de kassa, dan springt de 
vakkenvuller bij en opent een tweede kassa. Klanten arriveren volgens een Poisson 
proces met intensiteit À per uur bij de kassa. Als er 8 klanten bij de kassa's staan 
(inclusiefdegenen die geholpen worden), dan vinden andere klanten het te druk om aan 
Ie sluiten en zij verlaten de drogisterij om bij de concurrent 150 meter verderop hun 
inkopen te doen. De eigenaar van de drogisterij heeft de indruk dat er veel klanten 
weglopen en is daar niet blij mee. Hij heeft tegen de caissière gezegd dat ze wat sneller 
moet werken. Zij neemt dit (deels) ter harte. Nonnaliter is de gemiddelde bedieningsduur 
van een klant door de caissière negatief exponentieel verdeeld met een gemiddelde van 
~ur. Zodra er ~ klanten in de2!:'Qcbtrij staan, verhoogt zij haar tempo me.~ Indien 

er 4 klanten in de 'M,Ec1llrij staan, dan springt de vakkenvuller bij en opent de tweede 



kassa. Zijn tempo ligt wat lager. De beclieningsduur van een klant door hem is ook 
negatiefexponentieel verdeeld, maar met een gemiddelde vanQ.!!L11' uur. De kassa's 
staan naast elkaar en alle klanten staan in één wachtrij. Zodra het aantal wachtende 
klanten weer to!J.-is gereduceerd, gaat de vakkenvuller verder met zijn eigen werk. 
Zonodig neemt de caissière de klant over die de vakkenvuller op dat moment aan het 
bedienen is. 

a) Teken een transitiediagram voor deze situatie.
 
b) Bepaal de evenwichtsvergelijkingen en bepaal hieruit de evenwichtskansen.
 

De antwoorden van de volgende vragen mogen uitgedrukt worden in de
 
evenwichtskansen uit onderdeel b).
 

c) Hoe lang wacht een klant gemiddeld bij de kassa?
 
d) Welke fractie van de tijd is de vakkenvuller bezig aan de kassa?
 
e) Hoeveel klanten worden per uur gemiddeld geholpen door de caissière?
 
f) Hoe groot is de gemiddelde duur van een bezetperiode aan de kassa waar de
 

caissière werkt? 

Opgave 4 (8 punten)
 
Beschouw een Markov keten met de volgende overgangskansen:

\1..,"­
o 0.5 0.5 0 

1.. 0.4 0 0.6 0 

) 0 0 0 I 

" 0 0.3 0.7 0 

a) Teken deze Markov keten. Zijn er toestanden die transtent zijn? Toestanden die 
periodiek zijn? 

b) Bepaal de stationaire kansverdeling voor deze Markov keten. 
c) Bepaal het verwachte aantal overgangen dat nodig is om vanuit toestand I voor 

het eerst toestand 3 te bereiken. 

Beschouw de Markov keten nu als een gesloten netwerk. We spreken vanaf nu van
 
stations in plaats van toestamen.
 
Neem aan dat er m klanten in het systeem aanwezig zijn.
 
Neem aan dat ieder station een enkele server heeft en dat in de wachtruimtes bij de
 
stations plaats is voor alle aankomende klanten. De gemiddelde bedieningsrate (per
 
tijdseenheid) in de verschillende stations bedraagt resp. ~I = 12/101, 112 = 30/1 0 I, ~) =
 

201101 en ~ ~ 20/101.
 



@ 
.
 

d)	 Bepaal m.b.v. meun va{ue analysis de gemiddelde verblijftijd van een klant bij elk 
van de 4 stations in het geval dat m =: 2. (Hint: laat breuken staan) 

e)	 Neem weer aan dat m = 2. Gegeven is dat À.2 = 20/67. Bepaal het gemiddeld aantal 
klanten dat per tijdseenheid bediend wordt bij station 4. 
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FACULTEIT MANAGEMENT en BESTUUR 
Kenmerk: üMPL09.0101lw 
Datllm: 6 april 2009 

TENTAMEN STOCHASTISCHE MODELLEN IN OPERATIONS
 
MANAGEMENT (153088)
 

Dinsdag 14 april 2009, 9.0ll-12.00 uur
 

Opmerkingen vooraf: 
1.	 Gelieve het blok bovenaan het tentamfonnulier in te vullen. inclusiefstudentnummer, 

opleiding en vakcode. 
2. Het gebruik van boeken, syllabi, grafische rekenmachines of aantekeningen is niet
 

toegestaan bij dit tentamen. Een eenvoudige rekenmachine is wel toegestaan.
 
3.	 Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven. 
4.	 De score voor dit tentamen is gelijk aan (aantal behaalde punten+4)/4. 
5. Alle antwoorden dienen te worden gemotiveerd en waar nodig van een
 

berekening te worden voorzien.
 

Opgave 1 (8 punten) '1,\t"""" "<dl \lo\\~ 
Je doet mee aan een quiz:, en belandt in de finale met eeD bedJag in kas van € 3750. In 
deze finale kun je d.m. v. een gokspelletie je bedrag nog enigszins verltogen. Dit spelletje 
bestaat uit maximaal drie beurten. Bij iedere beurt IDBgje-byaluiteft-te stoppen, om 
daannee het bedrag in kas te incasseren. Zo niet, dan moet je aan een speciaal rad draaien 
om te bepalen met boeveelje bedrag zal worden opgehoogd. Je loopt daaIbij echter het 
risico op BLUT te belanden, waardoor je al je geld kwijtraakt (maar nog wel mag 
doorspelen). Je vraagt je afwat te doen teneinde je verwachte eindbedrag te 
maximaliseren. Het rad ziet er (schematisch) als volgt.uie 

~Uitkomst l € 250 1--;€:-;5:"00=-- __I--;€:-;1:"00::-0 I--;B;"L;"UT=-__--i 
[K..aDS= J--'O"-.4______ 0.3 0.2 --'0"'.1 --' 

Je kunt dit probleem oplossen m.b.v. een stochastisch OP-formulering. Definieer 
hiertoe fEl(x) als je maximale verwachte eindbedrag indieoje € x in kas hebt na de ot 
beurt. 

a) Benoem de fasen., toestanden en beslissingen in bovenstaande fonnulering. 
Geefhovendien de toestandsruimte in elke fase. 

b) Beargumenteer dat f2(x)9< voor X" 4500 en f2(x) ~ 0.9*>: + 450 voor x ~ 

4500. 
c) Geefde recurrente betrekkingen voor fo(x) en f,(x) 
d) Bepaal m.b.v. achtexwaartse recW1iie je optim8Ie strategie. en geef deze in 

woorden weer. Hoeveel bedraagt je verwachte eindbedrag? 



Opgave 2 (10 punten) 
Een architect werkt samen met drie aannemeIS A, B en C die elkaar.; concurrenten 
zijn. Elke maand heeft hij één ontwerp uit te voeren en benadert daar één van 
de drie aannemers voor. Als een aannemer die benaderd wordt niet kan of niet 
wil, wordt het ontwerp voor die maand door de architect in'eigen beheer uitgevoerd. De 
voorwaardelijke kansen dat de gevraagde aannemer het projectontwerp accepteert, 
gegeven de situatie in de voorafgaande maand, staan in de volgende tabel: 

Toestand vorigE" maand Kans op accept.'l,tie deze maand door: 

ABC 

In eigen beheer 4' ),: ~ 
1 1 1Met A gedaan -2 '3 -4"
 

l\let B gedaan 1 2 1
.. ]" .. 
Met, C gedaan	 1 .1. 1 

~ &" 
De architect wil het verdisconteerde aantal keren dat hij een project in eigen 
beheer moet uitvoeren over een oneindige horizon minimaliseren (kies als 
verdisconteringsfactor 0. = %). 

a) Dit probleem kan worden gedefinieerd als een Markov beslissingsprobleem. 
Definieer de toestanden i. de beslissingen d en de optimale waardefunctie Vei). 

b) Bepaal de verwachte directe kosten r(i,d) en de overgangskansen p(jli,d) voor 
iedere toestand i en beslissing d.
 

c) Geefde optimaliteitsvergelijkingen voor dit probleem.
 
d} Kies de volgende startpolitiek: benader aannemer A. Bene als dezelftle
 

aannemer vorige maand de opdracht heeft uitgevoerd, benader A als de architect 
de opdracht vorige maand zelfheeft uitgevoerd. Gebruik politiek iteratie om te 
bepalen ofdeze politiek optimaal is. 

e)	 Voer 2 stappen uit van het waarde iteratie algoritme uitgaande van Vo(i} == 0 voor 
alle i. 

Opgave 3 (11 punten) 
Beschouw een eindig wachtrijsysteem met drie wachtplaatsen en één loket. Klanten 
arriveren volgens een Poissonproces met intensiteit l. De bedieningsduren zijn 
negatiefexponentieel verdeeld met gemiddelde liJ!. 
Wachtende klanten trekken aandacht van nieuwsgierige voorbijgangers. Daarmee 
genereren wachtende klanten een nieuwe aankomststroom. Nieuwsgierige voorbijgangers 
passeren het wachtrijsysteem met intensiteit 2v. Indien er nog één vrije plaats is in het 
systeem is, dan gaan nieuwsgierige voorbijgangers altijd het wachbijsysteem binnen. 
Indien er één wachtende klant in het systeem is, dan gaat een passerende nieuwsgierige 
voorbijganger met kans %naar bînnen. 

_ _Q.~---r--C:~Tl -/
V	 -L .7; ­

---') 
-, 21-0/

.-\ 



Indien het systeem vol is op het moment dat iemand arriveert gaat deze weg en komt
 
nooit meer terug. (Dit geldt uiteraard voor beide aankomststromen.)
 
Met Pn duiden we de stationaire kans aan op n klanten in het sySteem.
 

a) Geefhet transitiediagram en de evenwichtsvergelijkingen.
 
b) Bepaal uit de evmwichtsvergelijkingen de stationaire kansen.
 

De antwoorden op de volgende VIagen mogen gegeven worden in termen van Pn. 

À,~env. 

c)	 Geereen uitdrukking voor het gemiddeld aantal wachtende klanten in het 
systeem. 

d) Hoeveel personen gaan gemiddeld naar binnen per tijdseenheid? 
e) Hoeveel klanten worden gemiddeld bediend per tijdseenheid? ' 
t) Wat is de gemiddelde wachttijd van een willekeurige klant in het systeem? 

Opgave 4 (7 punlen) 
Beschouw een bedrijfwaarin T-shirts worden gemaakt en bedrukt. We bekijken 
de afdeling waarin eerst de aibeeldingen op de T-shirts worden gestreken en de 
T-shirts vervolgens worden verpakt. Deze twee handelingen worden steeds door 
één en dezelfde medewerker voor één T-shirt achtereenvolgens verricht. Er is één 
strijkapparaat en één inpakmachine en deze staan beiden in een aparte ruimte. 
De duur van het ~trijken en verpak!c~ ~~}!~gatiefexponentieel vemeeld met 
respectievelijk gemiddelde 6 minuten en 2 minuten De loopafstand van de ene ruimte 
naar de andere is verwaarloosbaar. 
De productie-afdeling van het bedrijf is zo ingericht dat de afdeling altijd T-shirts 
beschikbaar heeft om te bedmkken. 
Er is echter wel een probleem op de afdeling. Het strijkapparaat is verouderd. Dit heeft 
tot gevolg dat de strijkhandeling met kans p = 'l2 moet worden overgedaan. 
Er werken m medewerkers op de afdeling. 

a)	 Modelleer de afdeling als een gesloten netwerk van wachtrijen. 
b) Bepaal, gebruikmakend van het algoritme van Buzen, de kansverdeling van de 

medewerkers over de activiteiten (strijken en inpakken) indien er m = 2 
medewerkers op de afdeling werken. Wat is de kans dat er niemand aan het 
strijken is? 

c)	 Bepaal m.b.v. mean vaJue analysis het gemiddelde aantal medewerkers en de 
gemiddelde verblijftijd in de strijk- en de inpalauimte, indien m = 2. 



~~u"<-~2,,. _ 

/'1.3/t--J) k\~ i : Vlr~) """v..-4. I; D,erC. I" A,I>.,C.,r. 

t.<J''''1 ~:~~ flU"'- A,B,CJ~Yc&""') J"'''',P,G 
I 1.' 

VliJ = l'l14< {W,dl + 0( s: ~'1:l'-..)'---------------­
fllt,d) 

-1/--JLU4l'-----------------
I

IVO", " -Il crlA) ; /t, I_L -I - l2I i?>f4) f>" I - f ~, 

vp, 

1 • " IlLrID J _ !!ft H -I 12.1 rJ. I fll 1- 2. _I, -­
0 J
 

flCr.U) - ftq 1-1 =! 11.{(&1 Col ~ = ~
=16- /­
;> i;. liOA.jCJ.//P.4 l.u f 

::...J<{J)lIj) = Ut. I.;' : 1- [->"_7­.\' rz.((JI4) "" ~ -~1. . b W 
11(1\11)) :>!kJ r-1 .,;";: nU..r·r"J := hl-~ ;', lli<t " 4 

;l -cd-d-...
[7 

" " 5fliA 1 C"J -::(IJ, I _I _3 nU IC) : ~ I-i _(" . I 
q ~ , y- v~ 

11•A 

------J2-c A (1; iJ,) = i pt 13 IT,~) = ~,---'-f'-'((-dII,ó ) ~ 
_----"-1''--0''''''--[·:..:::'r"-,,II,,-)----=---"'/--i"~ :::,=z.-{_---'--p'--iJA:",,-,-,IT:J.21~,-,-)---,-=---1<.::-i:Lc"-:ï-1_---"-'p("---"'r1b~ = 1-~ = ~. 



_J 1. + 1 L.IJ + j .IJ'
 

.!.. V,, 
~ + ~ L1 \4: t ~f')---------'''-='-''---------------

------"-i'--'---r-"''-+-:!.L-'''-'----F!'''''U'll'J''-------'-'cCJ--------­
" 

[(IJ 
[[jJ 

dl I!. - [A].. ,
!. + L 

~ 
V n ./. I 1/. ((3J 

--~~-~~=~,;-~----



_ ,~c- ---":'/~-"_"--'ç"'o~-----------v~_ 

.3 '1-' 

--",I4I~h~~. ---::3,.-',:..;Z'----'+-=-;;:"!J--.::_'-- Z [ AJL* _ 
g 

2. t. I ~ + I 25 "" z,ol 1JlJ'-----------------­
y <3 Z ,2 

_____L-=3~+'___"""-_".~L.~~_"..J~'_~:~#~,,:}"-''''%~cIi''"'''''~~'''3'-rL'''c.~J.L----------- _ 
'" f(; 11- /6 'l!1 

[AJ 

[IlJ • 

[c..] 

S,ou2Q 
~ +- 3 • ~ " 3~.-"~'---~-~_'C',,°c_-----'K).------------------.s '" ',. b - T-j. 

VOl/.. ......0 A- ..." &As A 
B 13te u -~ r, 

ti C -J t." s A loc/ c. -.> c­• - '/ 
r -;>,r • " i> -- I Ie" r-=> 4_ 



zs 

J {~" 

-- el 



(JJ 
-~"":=---------------------­

____----'..\::L!.P"'-o_=~,------~A"-'P~. -"'~_"~.:..Lf, _---'-'p.-"-",P.""'.I'6'--- _ 

A~"Vr, - Jr" -tf'e,. ).fl'i'PI~A·Xr,-<.i"I·,-"r7L---------­
__--=d"'>.:." vr" ~'7 = -1 P, ... f'P:. .M,.#. ~ >~ <{o'r, Ar, lAf, :=:> P.,. ;~r, 

dr,''<VP'4r P' +' .. ,vJ P2 of tJJ,"4__--'u....""=.. --'r,-'-,-==-fp~.·'_'r,'___ 
.kP, = 0 ~..,v) I~ 

'- I 

b. R,-~p' 

pAPI ~,.. P, = J@u.,e-'+"-f'f'-'-2,---------------­
____------<ëA"-p, = f-''-'p~,--------------------­
_____E:>--= ~....P+I---------------------­

~ 

-------'/l{~P, ~ ort) ~ 1- 1 -='+-F,!J'-.:I'J.J----J.$JJ-tC-'>=-.cJ"-P+- _ 

--l(f)P,...±---"-Îp)e.. ..l e -=;[ w, ..i"~,---------------­
_----"'.J,~Jl, ~ v[~) e, -= ~>-____,__::__----------_ 

I< P3 - i'-~ + VA ~ 

-----f-P~ - w.:.zv)(J'r, .."d.CJ'-------------­
-----,1" P" )' e/-+ ~A' P, ... 2VJ'f, + '2v' AL!P'+,0: _ 

--------'-'f~--"'---,t~ 7t~e ~ v dA-jf-------------­

mailto:J@u.,e-'+"-f'f'-'-2


Cl 
/ 

[),} - J. Ei.J 

----_,d.Pd1,..;;.f:-,;'Z.:.:&~+~3~Pe,=_--I>I' I< IK ~ t=: [I.!) _ ~L) jl- _ 
______---'"f'i"- I-[;------:..:,\('-,--,p.""",,-LI-o-----­



r--.... 
r· ~ r.{a} :/).0 /, 

"" ,../
 
[~J /.l'~ C. ûÎ= (") .
 = , c 

I ""-/ I 

!>Cf)=Q; -/ ""­

~J,- (~= ..-= ; "'--......-' "" 
-~~~===-==---------------------

f- f,2 (1:$ 

P( O,Tl.) =t~ Jlfr111. .= j
3"Zç ~1--'~'3:---------------------



· (I ",,:z. 'ft'] G \

_~_----:;:::_----:_---=--_----,7,--"'_)_I_'_-_1'_'-,t::z.)( ~c----~ 
__--'-JF,( tJ~-,---"-{,_----'.:I:"",,(±Z)L-iO--1..2. _ 

___L{i).: A, ~ K; F, ,i) 

____='-~__LJA,+ 4 _ 6 ... ')('2.. ) 
~ J ;> 

~ ( " J - J. _~ TTc- t, ,i) .J (I) - 2/ < -= - 7f­
.,.1 ! L ct..J "3

---~,;;)~~.,--"' ~"------.-------------..'___f1.~.ff_6-'-)--~- ....:; t S 1 I _____"1,, - 'lV/846--------·,:.://1:7-(~.,-,--)--=:'-;i2~/----'.c.;-;_1_-~7-c--------
v v"J et 

- '1.( 

'} 1!6 

'20. 



•
•
I

1
,

;
I

I

, , : : I I I I I I I ! • I I I I : I I I I I I I i I i : I I I I I I I I I ! I I ' ! • I ! I 'I ~  I I I I 

[~F[r~=Ft+-rlFIF+- FI~~~f++frfFr-Ff'l+++H+~++ ++++LP+i ~-Ff[: FFTflP+ll
1i-I@-·ir-fTI-If=t-rTi-l[n--I-ITTTCEErrrTfll-1 -,~--I h-FiTI r -Ir--Ir--,rT
--;1+~~iJll-1 Juf T FFFH- :~FFf=rFFI-frl-TI--: r--FFF-FF~f- h: T H++-f{ l-fH+ 
=R=I-H-r--ir-~-fF~~FFffifFRl fUT+I-II-++rl~-FF-: rT~~FlFH- f-Hl~-: I-Flll--HT1=~FFF'rr-FP-+FFFf-+I---H+H-i-T+-H-fl- ~T;PTHl: ~H l+l: 1--L__I RT: ! h 

1 1 rTTir--1I-'-11-1IIFF-I-,I-I-Ih I I I r-,-I-, 1- -:llir--,~IT+~I-rrrTr-T------1- L_ ------------- - ----I---fT -I'FF; ~----------LL------
I- h--I I -:~i FI -I-:H-L-H--fT--iFft~--f-+-hl--~:~I-I~I-I-~L+H-I'--·---I--I-lotl-I--~-: -,-IH-I[[I'
1+-lili-'Ii 1 I r-lii~IiITI-'  I11I 110 -,rr-,[o~rrLnT-L-1 iT'\-I-~T i+rr Ir I . -rT-ITITTIII-rTF-111-'1--1F-I-,-Ir- I ~UFr::;r;::I~-~--iII8iliiTTli-'1 TI I

-f: iF1ITFiTI-r, f: ··rTF:-,-FFr-f~r--i i~i-Rr-~IC~-' FfFR-~-:J-rlfFr=: +-rFHTF
 
-rrrFFF-r~-FI rrFt: n r~FFFFt-FlrgFf---f--~lR~~FFtt=Ffft=l- fcfFFJ FFI-I- ~·I
 

-[--I1 E[1i1"'FF-fT-'F-'FiT.::r:::Fdirlll-1i11 I rn Ffh I -,t~rTTI-I-ITTTT- I'
rrl- Ir --J-T-r- ii-T- TI-I TTf -I-I-~P-I-h~,-,~,LL_Ii2l-r'-!r-~d--+i-=~I==~T-r--"  1~:nF--'I
-=rll-ffftfFH~rn-+ riF: ~" ITP1 :no ~-i F,1~~,ti1"jrt=:f<o:-:~f~II}HT++++rf~ f 

. . ---Ii c-FF-rrn·TT r~1=Frf  IT I r<t lek I;fT T: T""Ü- ITJ in,. .-r=-T -r~I:JT I~~-I Tc:,~T-'--1 r-=r--,n~!~,TTI1jD-T4::-1 .nljlri'k~rT[-'-iTT-'-,-,1-:-:

=r+-=tl:f-~ffFH=FTF~R=-F.H~F~~Fff-H-l~HHà IllJrrlr:ITtHl:,+-~-+++L ~. i +l·:-r-Ittttt- I 11'1 I I I I n~, r . 11 1 t1~  ,-,~~Ifl-I+~-rN  I I~. T,r~TTn-TI+T-'1ri-I TT 'T TrT r-Fr--,I irT TITT:;ITT-Ii-I R''l-j-r~-14-r-n'rill't-Ti--i-T-i;T ·1· r· ... , 
-, 1 -,-,~ITT  --I -['hTT-r=-i I ,--,-,1::::[-1-,-,-,1- ·-1-riTI=f[T-1r-'Ti '} I-riT i I I . , I . I 
--,iTT - ITrT 1:n-r~rTir_-jrlTrITTTt++++++TTTT I 1 i 1 : rT~ITtliTT~-'1-;-1 
ITT-I·~rrFHH-+·FFli"Ti·-1 .f--Fii-! P~~-J+f=! I.f!f:-!TTF! 

, , , ,-, I I rT~1  J -{ i~-' IT-r~rTff--1 

·r: P: :;r~:~FI -~f ~~ ~i~-I~b!l~-~=lllh~~*:;,· :'=J 1~:=I==~~t=~~t=~iW~FFFlif· irlTFf,
----- --- -- ------"'-If-----1n---- ·---n-::- "I.TTT - - I ~-- ------- ­
-:-_, ! I :--,L~-l ~T~~TI-i ~;L~ ~+-, I~t-H ,-Ir+' :": +++i-I-+HII+ Ijl-li- ff-H +H+
T€b-I-T-I-~IIIiIlTrT-' -IH~-,ITTT-jI11--1'-'11 -,-,-:I-'r-,1-:--1rl-~L-, TTTiTT TI i I 1 

iFTTFlFf==rfTTii-··ITrTpn~lfi·rITTr'Fr-Trl -1-1-1·++ 1++ f· i+ F1TI-~i-HP·iT--p 



- -

i 

! ~I- I -I-
I ~ 

-

I' 

C.1\ 
I

[ ...f 1L-!'f'-1_ ( )", 1=1 LJ .. I'l,1:.",1 I"-L I" 
, IIJI< "I 'i' 

-

, !e- fr,'I ' -..\ Ir --'j!I • J!-- 6 T ~I 
~ , 'L'" 

I~
I
I 

T " 2 

I I I j J I 11 (
I 

'3- Ir I 1\ b , !.'! 1-
J " 

- ~ 

IJ 1 , 
I

1

­1
 
,~ .I - '3 "- I" ~ , < 

j IJ.I 11 I ,b - ,,;
 
J
'4 

IX , IJ., - I", ( ) I.l ;; I ,b 11/-,
J '" 31 

,

1 '" 
c- _I 

- ~~ 
, 

c-- J....-';lO" ~ .
 
1..- iT


I-I­
-<'1 iz:l Vfu . 

1-

-oU \+ -r~ ? b- IR=- I~ -, 
-

I -I(;
'" -

II~ 711ttm'I-" 

\ 

. -::; - K ~ 

I" , '" 
...-t. LI - . - - /;, • f'" ~ 0'" -" 11 'I 

! '~ 
I

( ) , T" G 
~~ t- V\- - - 1)< ' 02- -

'(/..~ - j,
i I
-'I _0 1i { i:: 1" IL l 11\ 
i I ~; -!" ~ '11 / 1% 

,i I 
I t, ~ J~ t.-, , rA' i:<: ~ 

j I 
I ,,~ I": 

i I I 
f}7- I I 1 I " \ 1<-,., %< = , •- 3 '';f, 1 ah 1--

I, I
I 12 1 

I I ! 
I (

, s { "" ,.Jdd IrIdJ.ilJ.~ ,
1 

i j---" !:% > ~t Vic 
I , c I, IL I ~ '6, ,

''"' i 

I , 
I 

I 
i, 

_...1_'- ­ .,-"._.- I - --_._-­ --- .'- ­ ----- I I 
,', - ­

1--
I 

_._--­



Kenmerk: EWI08/TW/SOR/RB/02 
Datum: 19 June 2008 

Tentamen Stochastische ModeUen in Operations 
Management (153088) 

Maandag 23 juni, 13:30 - 16:30 uur 1Jy,$l. 

Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven.
 
Eindcijfer; (aantal behaalde punten+IO)/IO.
 
Venneld ook uw studentnummer op uw werk.
 

Opgave 1 (20 punten) 
Een machine bevindt zich aan het begin van iedere week in één van twee mogelijke 
toestanden: hetzij werkend, hetzij kapot. lndien de machine gedurende een week werkt geeft 
dit een opbrengst 150. Gaat de machine in een bepaalde week kapot dan is de opbrengst in 
die week slechts 50. Indien de machine aan het begin van de week werkt kan men al of niet 
onderhoud plegen. Pleegt men onderhoud dan is de kans dat de machine die week kapot gaat 
0.4; zonder onderhoud is deze kans 0.7 (beide kansen zijn onafhankelijk van het verleden 
van de machine). De onderhoudskosten bedragen 25. Indien de machine defect is (aan het 
begin van de week), kan men kiezen uit twee opties: hetzij vervangen door een nieuwe 
machine of repareren. Gemakshalve veronde~tellen we dat geen van beide acties tijd vergt. 
Reparatie kost 50. De kans dat een net gerepareerde machine in die week kapot gaat is ook 
0.4. Vervanging kost 125. Een nieuwe machine gaat de eerste week nooit kapot. 

Gezocht wordt een politiek welke de verwachte winst (opbrengst - kosten) maximaliseert 
over een periode van 4 weken, !ndien de eerste week start met een werkende machi~. 

3.	 Definieer de toestanden, de fasen en de bÇ.~lissingen în de mogelijke toestanden. 
Bepaal voor iedere toestand de verwachte directe winst in de week en de 
overgangskansen, beide afhankelijk van de gekozen beslissing. 

b.	 Geef de D.P. recursies om dit probleem op te lossen. 
c.	 Los het probleem op. Hoe groot is de optimale verwachte winst over de 4 weken? 

Hoe ziet de optimale politiek eruit? 
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Opgave 2 (25 punten) / 
Iedere dag bezit u 0 of 1 aandeel van een fonds. De dagprijs van dit aandeel is een 
stochastisch proces dat gemodelleerd wordt door een Markov keten met overgangskansen 
zoals in de tabel: 

dagn+ 1
 
100 200
 

!100 :; 
1

2 
dagn 

200 ! 1 

Aan het begin van een dag waarop u een aandeel bezit kunt u kiezen tussen; verkopen tegen 
de geldende dagprijs of behouden. Als u aan het begin van een dag geen aandeel bezit, kunt 
u kiezen tussen het kopen van een aandeel tegen de geldende prijs of niet kopen. 

Uw doel is de verwachte contante waarde van de winst te maximaliseren over een oneindige 
horizon, bij een verdisconteringsfactor (op dagbasis) van 0.8. 

a.	 Definieer de toestanden en geef per toestand de mogelijke beslissingen. 
b.	 Formuleer de optimaliteitsvergelijkingen. 
c.	 Voer twee iteraties uit van het Waarde-iteratie algoritme, 
d.	 Formuleer een L.P.-model waannee dit probleem opgelost kan worden. Beschrijf hoe 

in principe uit de oplossing van dit L.P.-model de optimale politiek gevonden wordt. 
e.	 Kies zelf een stationaire politiek en onderzoek m.b.V. het Politiek-iteratie algoritme 

of de door u gekozen politiek optimaal is. 
f.	 Hoeveel stationaire politieken zijn er? (Verklaar uw antwoord door gebruik te maken 

van de definitie van een stationaire politiek). 

-'
 



Opgave 3 (25 punlen) 
Klanten arriveren volgens een Poissonproces met intensiteit~ bij een wachtsysteem met 2 
wachtplaatsen en één server. De bedieningsduren zijn exponentieel verdeeld met 
verwachtingswaarde 1I.J!. Als de server werkt is deze onderhevig aan stochastische uitval 
volgens een Poissonproces;'et intensiteit fr, Als de server uitvalt, wordt deze onmiddellîjk 
·geree.areercl. De reparatieduren zijn exponentk:el verdeeld met gemiddelde 11K. Na 
reparatie fûiîctioneert de server weer als "nieuw" en begint opnieuw (van voren af aan) met 
de bediening die op moment van uitval onderhanden was. Een klant die het systeem vol 
aantreft gaat verloren. 
Alle onderliggende stochastische variabelen zijn onderling onafhankelijk. 

a.	 Beschrijf het toestandsproces met zijn toestanden [bedenk dat zowel het aantal
 
klanten in het systeem als de toestand van de server in de toestandsbeschrijving
 
opgenomen moeten worden] d.m.v. een overgangsintensiteitendiagram.
 

b.	 Geef de balansvergelijkingen en los ze op. 

De antwoorden op de volgende vragen moeten uitgedrukt worden in de gegeven parameters 
en toestandskansen. 

c.	 Hoe groot zijn de binnenkomst- en vertrekintensiteit? 
d.	 Geef een uitdrukking voor het gemiddeld aantal klanten in het systeem. 
e.	 Hoe groot is de fractie van de tijd dat de server bezig is met bedienen? 
f.	 Hoe groot is de fractie van de tijd dat de server in reparatie is? 
g.	 Wat is de verdeling van de tijd gedurende welke het systeem ononderbroken leeg is? -.).1:­

I-a 



,	 Opgave 4 (20 punten) , 
Beschouw de onderstaande Markov keten. 

l	 1- 3 ~ 

Of,	 0 0.5 0.5 0 
o,s	 ,,	 1 0 0 0 

} 0 0 0 1 
, 

~	 1 0 0 0 

De overgangskansen van toestand i naar toestand j worden gegeven in de matrix. 

a.	 Bepaal de stationaire kansverdeling voor deze Markov keten. 
b.	 Bepaal het verwachte aantal overgangen dat nodig is om vanuit toestand 1 voor het 

eerst toestand 4 te bereiken. 

Beschouw de Markov keten nu als een gesloten netwerk. We spreken vanaf nu van stations 
in plaats van toestanden. Neem aan dat er m klanten in het systeem aanwezig zijn. Neem aan 
dat ieder station een enkele server heeft en dat in de wachtruimtes bij de stations plaats is 
voor alle aankomende klanten. De gemiddelde bedieningsduur in de verschillende stations 
bedraagt resp. l/QI =5/4, !IQ, =5/4, l/Q, =5 en I/Q, = 5/4. 

c.	 Bepaal m.b.v. mean value analysis het verwachte aantal klanten en de gemiddelde 
verblijftijd bij de 4 stations voor m = 1 en m = 2. 

d.	 Bepaal voor m = 2 m.b.v. het algoritme van Buzen de kans dat er (n"... ,Jl4) klanten 
aanwezig zijn bij de verschillende station.~. 

a.	 Wat is de bezettingsgraad van station 2? 
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Kenmerk: EWIOBITW!SOR!RB 
Datum: 4 April200B 

Tentamen Stochastische Modellen in Operations
 
Management (153088)
 

Dinsdag 8 april 2008, 9:00 - 12:00 uur
 

Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven.
 
Eindcijfer ~ (aantal behaalde punten+10)110.
 

Venneld ook uw studenmummer op uw werk en tentamenbriefje.
 

Opgave 1 (20 punten) 
Z. Eiler heeft dringend binnen 4 weken geld nodig, en wil daartoe zijn boot verkopen 
binnen maximaal 4 weken. In de komende vier weken ontvangt Eiler wekelijks een bod. 
Stel dat op grond van ervaringen van de door Eiler ingeschakelde bemiddelaar de 
kansverdelingen van de hoogten van boden op vergelijkbare boten (in duizenden Euro's) 
in de vier achtereenvolgende weken gegeven worden in de volgende tabel. 

bod IC week 2c week 3c week	 .VI A'feek
140 0.4 0.5 0.4 . ",0	 ""'~' ­
144 0.4 0.5 0.3 ,
148 0.2 0.0 0.3 ~ 

Na ieü.,:;r bod beslist Eiler of hij het bod accepteert of niet. Als Eiler het bod niet 
accepteert vervalt het bod. Heeft Eiler d·;boden in de eerste drie weken afgewezen dan is 
hij verplicht het bod in de vierde week te accepteren. Eiler wil de verwachte verkoopprijs 
maximaliseren. 

a)	 Formuleer het probleem als een stochastisch dynamisch 
programmerîngsprobleem. Definieer de fasen, toestanden, beslissingen, en de 
optimale waardefunctie. 

b)	 Bepaal de optimale verkoopstrategie. Hoe groot is de optimale verwachte
 
verkoopprijs?
 

Opgave 2 (25 punten)
 
De eigenaar van een mijn moet wekelijks beslissen over de hoeveelheid springstof die hij
 
oP.zaterdag wil inzetten voor de ontginning van zijn mijn. Hij kan kiezen uit twee opties:
 
een lage hoeveelheid springstofillen een hoge hoeveelheid springstof (H). Hij deelt de
 
wekelijkse opbrengst van de mijn in drie categorieën: OG=ondëê gemiddeld,
 
G=gemiddeld en BG=boven gemiddeld en gelooft dat de opbrengst stochastisch afhangt
 
van zowel de opbrengst van de vorige week als de hoeveelheid gebruikte springstof in de
 
huidige week. Dit wordt gemluJ.elleerd d.or de volgende overgangskansen:
 



IOC )S!Û 
I / 

Opbrengst vorige week Springstof: L Springstof: H 

Opbren st van deze week Oobren st van deze week 
BG G OG BG G OG 

BG	 0.2 0.5 0.3 0.6 0.3 0.1 

G	 0 0.6 0.4 0.4 0.5 0.1 

OG	 0 DJ 0.7 0.2 0.7 0.\ 

I 

Veronderstel dat de hoeveelheden springstof L en H respectievelijk € 100.000 en 
€ 300.000 kosten, en dat de wekelijkse opbrengst (exclusief springstofkosten) behorende 
bij OG, G, BG respectievelijk zijn: € 800.000, € 1.000.000, en € 1.200.000. De 
disconteringsfactor i~op weekbasis. Het doel van de eigenaar is maximalisering van 
de verwachte contante waarde van de opbrengsten. ex....: e;c;f:,­

a) Geef de optimalîteitsvergelijkingen voor dit probleem.
 
b) Voer twee iteraties uit van het Waarde-iteratie algoritme. " ,-:' (..,;~ IJ 01.-<,:
 

c) Kies zelf een stationaire politiek en onderzoek m.b.v. het strategie of politiek~' I
 • 

iteratie algoritme (policy iteration) ofde door u gekozen politiek optimaal is. 
d)	 Fonnuleer een L.P.-model waarmee dit probleem opgelost kan worden. Beschrijf
 

hoe in principe uit de oplossing van dit L.P.~model de optimale politiek gevonden
 
wordt. \.
 

,",~ V>Î.'---

Opgave 3 (25 punten) 
Een apparaat bevat een onderdeel Qat essentieel is voor de werking van dit apparaat: valt 
het onderdeel uit dan valt ook het apparaat·uit. Om dit uitvalrisico te verkleinen besluit 
men om naast het onderdeel een tweede ide\ntiek onderdeel parallel te zetten. Dit houdt in 
dat als het actieve onderdeel uitvalt het parallelle (stand-by) onderdeel actief wordt en de 
functie direct overneemt. Een onderdeel dat defect raakt wordt direct gerepareerd, waarna 
het (als nieuw) in het apparaat wordt terug geplaatst. 
De tijd tussen actief worden en de uitval van een onderdeel is exponentieel verdeeld met 
gemiddelde In... De reparatieduur is exponentieel verdeeld met gemiddelde IIJl. Alle 
tijdsduren zijn onderling onafhankelijk. 

a)	 Definieer een toestandsproces met zijn toestanden en teken het bijbehorende
 
tïansitiediagram (of overgangsintensüeitendiagram). Beschrijf een wachtmodeJ
 
met hetzelfde diagram. .
 

b) Bepaal de kans dat het apparaat niet werkt.
 
e) Hoeveel reparaties worden gemiddeld per tijdseenheid uitgevoerd?
 
d) Hoe groot is de gemiddelde tijd gedurende welke het apparaat ononderbroken
 

werkt? 
e)	 Stel dat de reparatiecapaciteit wordt beperkt tot I monteur die alleen deze
 

onderdelen repareert en die aan slechts I onderdeel tegelijk werkt. Hoe ziet het
 
transitiediagram eruit?
 



Opgave 4 (20 punten) 
Beschouw het open netwerk ui[ onderstaande figuill. Het wachtrij systeem bestaat uit 4 
wachtrij en, 1,2,3 en 4, ieder met een enkele bediende en onbeperkte wachtrij waarin 
klanten op volgorde van binnenkomst worden bediend. Het aankomstproces bij wachtrij 
I is een Poissonproces met intensiteit Yl jobs per UUf. WachtrIjen 1, 2 en 3 hebben 
exponentieel verdeelde bewerkingstijden. met gemiddeld aantal jobs dat verwerkt kan 
worden per uur respectievelijk 20, 12 en 18. Wachtrij 4 heeft bewerkingstijd met 
algemene verdeling G, met gemiddeld aantal jobs dat verwerkt kan worden per uur gelijk 
aan 111-'4. en variantie a2

. De overgangskansen zijn als volgt: fl2= fl3=0.5, f21=0.25, 
C13=0.75, [J4=1. 

3	 4 

a)	 Beschouw het netwerk zonder wachtrij 4 (dus een job verlaat het netwerk vanuit 
wachtrij 3). Formuleer de stroomvergelijkingen voor het deel van het netwerk 
bestaande uit de wachtrijen 1,2 en 3, en los deze op. 

b) Hoe luidt de stationariteitsvoorwaarde? 
c) Laat Yl ==14 jobs per uur, Geefde kansverdeling van de wachtrij lengte bij station 1,2, 

en 3 (de marginale verdelingen). 
d) Wat is de gemiddelde verblijftijd van een job in het deel van het netwerk bestaande 

uit wachtrijen 1,2 en 3? 
e) Beargumenteer dat het vertrekproces bij wachtrij 3 een Poissonproces is, en geef de 

intensiteit van dit proces. 
f)	 Neem aan dat het aankomstproces bij station 4 een Poissonproces is met intensiteit 'YI 

jobs per uur, Wat is de gemiddelde verblijftijd van een job bij wachtrij 4? Wat is de 
gemiddelde verblijftijd van een job in het gehele netvlerk? 
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FACULTEIT MANAGEMENT en BESTUUR 
Kenmerk: OMPL07.011/lw 
Datum: 30 maart 2007 

TENTAMEN STOCHASTISCHE MODELLEN IN OPERATIONS
 
MANAGEMENT (153088)
 

Dinsdag 10 april 2007, 9.00-12.00 uur
 

Opmerkingen vooraf: 
1.	 GeHeve het blok bovenaan het tentamfonnulier in te vullen, inclusiefstudentnummer, 

opleiding en vakcode. 
2. Het gebruik van boeken, syllabi, grafische rekenmachines of aantekeningen is niet 

toegestaan bij dit tentamen. Een eenvoudige rekenmachine is wel toegestaan. 
3. Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven. 
4.	 De score voor dit tentamen is gelijk aan (aantal behaalde punten+4)/4. 
5. Alle antwoorden dienen te worden gemotiveerd en waar nodig van een 

berekening te worden voorzien. 

Opgave 1 (9 punten)
 
Sjonnie heeft een nieuwe auto besteld bij zijn dealer. Over 4 weken kan hij hem ophalen.
 
Voordat h~t zover is, wil hij zijn oude auto nog verkopen. Zijn dealer heeft hem er 450
 
euro voor geboden. Toch wil Sjonnie het ook nog even proberen via internet veilingen.
 
Elke veiling duurt 1 week. Biedingen komen binnen gedurende de week en blijven de
 
hele week geldig. Het heeft daarom geen zin hier tussentîjds op te reageren. Aan het
 
einde van de weék ben je natuurlijk alleen geïnteresseerd in het hoogste bod. Ben je niet
 
tevreden met het hoogste bod, dan heb je de mogelijkheid een nieuwe veiling te starten.
 
Sjonnie schat zijn kansen in elke veiling als volgt in:
 

Hool!ste bod Kans 
400 0.4 
500 0.3 
600 0.2 
700 0.1 

Zoals gezegd, wil Sjonnie zijn oude auto verkocht hebben uiterlijk aan het einde van 
week 4. Hij kan dus maximaal 4 veilingen starten voor zijn oude auto. De kosten van een 
veilîng zijn 25 euro. Deze bestaan uit advertentiekosten, maar ook uit kosten voor het 
langer houden van de oude auto (verzekering en belasting). Het aanbod van de dealer 
blijft geldig, Sjonnie kan dus op elk moment terugvallen op het bod van 450 euro. 

a) Welke keuzes heb je op de verschillende beslismomenten? 
b) Benoem de fasen n, toestanden i. beslissingen d, en optimale waardefunctiej;,(i) 

behorende bij dit stochastische dynamische programrneringsprobleem. 
c) Geef de recurrente betrekking (recursie) voor de optimale waardefunctie. 



d)	 Bepaal de optimale politiek door het opstellen van een "policy tab/eu 
(beslissingen voor elke fase en toestand). Wat is de maximale verwachte 
opbrengst voor Sjonnie's oude auto? 

Opgave 2 (9 punten) 
Vrachtwagenbestuurder Jack bezit een eigen vrachtwagen waarmee hij internationaal 
transport rijdt. Jack vervoert een type lading waarvan elke dag om 7 uur 's morgens, 
transportorders worden aangeboden. Zo'n transportorder bestaat uit het vervoeren van 
lading tussen twee verschillende landen. Een transportorder moet altijd dezelfde dag 
(d.w.z. de dag waarop hij is aangeboden) nog worden geleverd op zijn bestemming. De 
transporttijden zijn natuurlijk zodanig dat dit ook mogelijk is. Indien Jack een nachtje 
slaap overslaat, lukt het hem zelfs om na levering van een order leeg naar een ander land 
te rijden en daar aan te komen voor 7 uur de volgende morgen, dus nog voor de volgende 
aanbiedingsronde van transportorders. 
Jack kan er zeker van zijn dat hij elke dag een nieuwe order ontvangt. Vanwege 
concurrentie en beperkingen op de levertijden zal dit echter nooit een order zijn die 
vertrekt uit een ander land dan waar hij op dat moment aanwezig is. De kans op een order 
tussen een vertrekland en bestemmingsland, gegeven dat Jack zich bevindt in het 
vertrekland, wordt gegeven door: 

van \ naar Land A Land B LandC 
Land A 0 , 1/3 2/3 
Land B 1/3 0 . 2/3 
Land C 1/3 2/3 0 -

De winst van Jack bestaat uit directe opbrengsten voor het vervoeren van lading (gegeven 
door inkomsten van orders minus de bijbehorende transportkosten) minus zijn kosten 
voor leeg rijden. Omdat de directe opbrengst van de diverse trajecten nogal verschilt, is 
het voor Jack belangrijk dat hij na levering van een order goed bedenkt of hij in het 
huidige land wil wachten of leeg naar een ander land wil rijden. Het besIjsmoment "an 
Jack is dus altijd aan het einde van de das na levering van een order! 
De directe opbrengst op een dag vanaf een bepaald vertrekland is stochastisch omdat 
deze bepaald wordt door de onzekere bestemming van de transportorder. Gelukkig kan 
Jack ook een beetje modelleren. Hij heeft daarom alvast een tabel opgesteld voor de 
verwachte directe opbrengsten in een dag, gegeven een bepaalde vertreklocatie: 

Verwachte directe opbrenp;st -=:
Land A 6
 
LandB 9
 
LandC 3
 



De kosten voor het leeg rijden naar een ander land worden gegeven door: 

van \ naar Land A LandB LandC 
Land A 0 3 4 
LandB 3 0 2 
LandC 4 2 0 

Indien Jack besluit leeg te rijden naar een ander land, dan moeten de kosten hiervan in 
mindering worden gebracht op de verwachte directe opbrengst in het nieuwe land. Jack 
wil een politiek opstellen zodanig dat zijn verdisconteerde winst (disconteringsfactor van 
0.9) gemaximaliseerd wordt. 

a) Modelleer dit probleem als een Markov beslissingsproces.
 
b) Geef de optimaliteitsvergelijkingen.
 
c) Geef een LP model waarmee de optimale politiek bepaald kan worden.
 
d) Beschouw de politiek [A,B,C], d.w.z. ga na het leveren van een order nooit leeg
 

naar een ander land. Voer 1 iteratie policy iteratiofl uit, om te controleren of deze 
politiek optimaal is. Zo niet, geef dan de nieuwe politiek. 

Opgave 3 (\0 punten) 
Beschouw een wachtsysteem met eindige wachtruimte. Er kunnen maximaal 4 klanten in 
het systeem aanwezig zijn. Klanten arriveren in groepjes volgens een Poissonproces met 
intensiteit À. De groepsgrootte is 1,2 of3 personen. De kans op aankomst van een 
groepje met 1, 2 of3 personen is gelijk aan 113. Indien bij aankomst van een groepje de 
groep niet in zijn geheel naar binnen kan, dan vertrekt zo'n groepje en keert niet meer 
terug. Bediening vindt individueel plaats. De bedieningsduur is negatief exponentieel 
verdeeld met gemiddelde p.-l. Neem aan dat de bedieningsduren onderlîng onafhankelijk 
zijn en onafhankelijk van het aankomstproces. 

a) Teken een transitiediagram voor deze situatie. 
b) Bepaal de evenwichtsvergelijkingen. (Oplossen van de vergelijkingen wordt 

niet gevraagd!) 

De antwoorden van onderstaande vragen mogen uitgedrukt worden in de stationaire 
kansen Pen), p. en À. 

c) Geef een uitdrukking voor het gemiddeld aantal klanten dat het systeem 
binnengaat. 

d) Geef een uitdrukking voor het gemiddeld aantal klanten dat wacht op 
bediening. 

e) Geef een uitdrukking voor de gemiddelde verblijftijd van een klant in het 
systeem. 

t) Wat is de gemiddelde duur van een periode dat de server onbezet is? 



Opgave 4 (8 punten)
 
Beschouw de onderstaande Markov keten.
 

1 

,
 
"
 

2	 4 

/
/ 3 

De overgangskansen van toestand i naar toestandj worden gegeven in de volgende tabel: 

I 'l. $ lf 

o 1 0 0 

1 114 0 3/4 0 

3 0 0 0 ' 

~ 3/4 114 0 0 

a) Bepaal de stationaire kansverdeling voor deze Markov keten. 
b) Bepaal het verwachte aantal overgangen dat nodig is om vanuit toestand I voor 

het eerst toestand 3 te bereiken. 

Beschouw de Markov keten nu als een gesloten netwerk. We spreken vanafnu van 
stations in plaats van toestanden. 
Neem aan dat er m = 2 klanten in het systeem aanwezig zijn. 
Neem aan dat ieder station een enkele server heeft en dat in de wachtruimtes bij de 
stations plaats is voor alle aankomende klanten. De gemiddelde bedieningsduur bij de 
verschillende werkstations bedraagt resp. ,uI" = 1Lz-1 =J4.1 =53/12 minuut en p.)-I = 53/24 
minuut. 

c)	 Bepaal m.b.v. meml value analysis het verwachte aantal klanten en de gemiddelde 
verblijftijd bij de 4 stations voor m = 2. (Hint Laat breuken staan, dan vallen er 
regelmatig termen tegen elkaar weg. Check: >-2(1) = 2444/24857) 

d)	 Geefaan hoe m.b.V. het algoritme van Buzen bepaald kan worden hoe groot in de 
stationaire situatie de bezettingsgraad van werkstation 3 is. De bezettingsgraad 
hoeft NIET berekend te worden. 
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Kenmerk: EWI06/TW/SOR/RB/Ol 
Datwn: 20 June 2006 

Tentamen Stochastische Modellen in Operations
 
Management (153088)
 

Maandag 26 jnni, 13:30 - 16:30 nur
 

Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven. 
Eindcijfer = (aantal behaalde punten+10)/10. 
Vermeld ook uw studentnummer op uw werk. 

Opgave I (20 punten) 
Jan is bezorger in een afgelegen bergachtig gebied Jan is niet dol op grote hoogten, en zal 
wanneer hij een pakje moct bezoegen alfijd de laagst mogelijke route kiezen, ook wanneer 
dit niet de kortste route is. Vandaag moet Jan een pakje brengen van A naar B. In 
onderstaande figuur is schematisch een kaart weergegeven van het gebied, waarin 
opgenomen de paden, de hoog!eJ!..van de bergpassen waar die paden overheen lopen en de 
~ van de paden. Een punt op een pnd ligt altijd lager dan de hoogte van de twee 
bijbehorende passen. (Label bij de knooppunten geeft de hoogte van de pas, label bij het pad 
de lengte van het pad. Paden kunnen uitsluitend in de richting van de pijl worden afgelegd.) 

~"y. 

B 

4 
9 

a.	 Jan moet van A naar B en wil een zo laag mogelijk gelegen route kiezen. Dus de 
hoogste pas die bij passeert dient zo laag mogelijk te zijn. Kies een geschik1e 
nummering vno de knooppunten cn laatb; de hoogte van pas i zijn. Geef een 
dynamische programmeringrecursie (OP recursic) waarmee een optimale route 
bepaald kan worden. (Uiteraard gllan we er vanuit dat deze route ieder punt 
hoogstens een maal passeert.) Geef duidelijke definities. 

b.	 Bepaal m.b.v. DP de optimale oplossingen voor Jan's probleem. 
c.	 Jan begrijpt wel dat niet alle paden die zo laag mogelijk liggen even lang zijn. Jan 

wil graag het kortste pad onder de zo laag mogelijk gelegen paden kiezen. Geef een 
DP recursie waarmee het kortste pad onder de zo laag mogelijke paden gevonden 
kan worden. 

d.	 Bepaal m.b.v. DP het kortste pad onder de zo laag mogelijk gelegen paden. 
(NB 1. Indien onderdeel a) enlofb) u niet is gelukt mag u een aantal routes als 
laagste route kiezen om zo in staat te zijn opgave c) en d) te maken.) 
(NB 2. Het is bij onderdeel c) en d) echt de bedoeling dat u voor dit onderdeel 
middels OP uit de laagste routes de kortste vindt door een recwsie op te stellen 
uitgaande van het eindpunt B, dus niet zomaar de kortste route kiezen.) 



O[Jgave 2 (25 punten) 
Een verkoper AC van airconditioners ziet wel wat in het broeikaseffect en biedt klanten 
levering en insto.llatie van complete airconditioners aan tegen een aantrekkelijke 
finWlciering. AC heeft goed gelet op de verkopen uit het verleden, en de relatie met de 
geboden rente. AC wil nu kiezen tussen een rentepercentage van 8% en 11%. AUe klanten 
kopen bun airconditioner met financiering. Indien AC een 8% financiering aanbiedt 
gedurende de huidige maand, is de kansverdeling van de verkopen gedurende deze maand 
als weergegeven in de volgende tabel 

Verkoo huidi e maand 
Verkoo vori e mlJand Goed Slecht 
Goed 0.95 0.05 
Slecht 0.40 0.60 

Indien AC een 11% financiering aanbiedt gedurende de huidige maand, js de kansverdeling 
van de verkopen gedurende deze maand als weergegeven in de volgende tabel 

Verkoo huidi e maand 
Verkoo van c maand Goed Slecht 
Goed 0.80 0.20 
Slecht 0.20 0.80 

In deze tabellen staat Goed voor 40 airconditioners en Slecht voor 30 airconditioners, dus 
wanneer de vorige maand 40 airconditioners zijn verkocht, dan is bij 8% financiering de 
kans op de verkoop van 40 airconditioners deze maand 0.95. 
Pcr airconditioner verdient AC bij 8% financiering 8000 Euro, en bij 11% financiering 
10000 Euro. Doel van AC is om de verwachte verdisconteerde opbrengst over een oneindige 
horizon te maximaliseren. Kies disconteringsfactor a=O.8) 

a.	 Geefde optimaliteitsvergelijkingen voor dit probleem. 
b.	 Hoeveel stationaire politieken zijn er? Verklaar uw antwoord. 
c.	 Kies een politiek en controleer m.b.V. het politiek (strategie) iteratie algorithme of 

deze politiek optimaal is. 
d.	 Voer twee iteraties uit van bet waardeitcratie algorithme. 
e.	 Geefeen LP model waarmee de optimale politiek bepaald kan worden. Hoc wordt 

deze politiek na oplossing van het LP model gevonden? 



Qpgave 3 (25 punten) 
Een klein Call Center bescbikt over twee agents (bedienden). Bij dit eaU center komen 
gesprekken van over de hele wereld binnen met vragen voor ondersteuning bij problemen 
met de Internet aansluiting. Sommige vragen zijn heel eenvoudig, echter andere vragen 
blijken zeer tijdrovend te zijn. Na zorgvuldige analyse van de data betreffende aantallen 
binnenkomende vrngen, en lengte van de tijd nodig om de vragen te beantwoorden is 
gebleken dat vragen binnenkomen volgens een Poisson proces, met gemiddelde van 2 
vragen per uur, en dat de !:engte van gesprekken die afgehandeld worden door de agents 
gemiddeld exponentieel verdeeld is met gemiddelde 45 minuten. Om de verzoeken op een 
eerlijke manier afte handelen worden verzoeken op basis van de volgorde van binnenkomst 
in behandeling genomen, waarbij één agent aan één vraag werkt Verzoeken die nog niet in 
behandeling zijn genomen worden jn een wachtrij geplaalSt. De kosten voor aihandeling VQIl 

de venag bedragen I Euro per minuut, en de kosten voor de tijd dat de klant in de wachtrij 
staat bedragen 0.20 Euro per minuut 1 'Z. _F') / A ..

'"2.0/11. 1\:=-.:(.> ~-

'11lL- 1 - JL [
1?'" (1:,* I.(~fl.... ~ 1<J1/t..t'>/4{.,r:eP.) [ h b· a s et systeem sta Ie. r . J 

Aangezien de wachttijd zeer groot kan zijn, zullen niet alle klanten daadwerkelijk wachten 
tot ze aan de beurt zijn. Een deel van de klanten besluit voortijdig de verbinding te 
verbreken. Na zorgvuldige analyse blijkt dat klanten na een exponentieel verdeelde tijd met 
gemiddelde van a minuten besluiten de verbinding te verbreken. 

b) Hoe luidt de stabiliteitsvoorwaarde voor dit systeem? 

We zullen verder ailDDemen dat a=30 minuten. Het systeem is dan stabiel. 

c) Teken het trllDsitiediagram behorende bij dit call center, en beschrijfde door u 
gehanteerde toestanden. toestandsovergangen en overgangsinlensiteiten. 

d) Formuleer de evenwichtsvergelijkingen, en geefde evenwichtsverdeling. 

U hebt bij onderdeel c) de evenwichtskansen bepaald. De volgende vragen mogen worden 
beantwoord in termen van de aankomstintensiteit, de gemiddelde bedieningsduur, het 
gemiddelde geduld a, en de evenwichtskansen P(i). 

e) Bepaal het gemiddelde aantal klanten in de wachtrij en in het systeem. 
1) Wat is de gemiddelde wachttijd van een klant, en de gemiddelde verblijftijd van een 

klant in het systeem? 
g) Hoeveel.ngents zijn er gemiddeld aan hel werk? 
h) Wat is de bezettingsgraad van het systeem? 
i) Bepaal de gemiddelde lengte van een aaneengesloten periode WlllU1n de agents niets 

te doen hebben. 



Oogave 4 (20 punten)
 
Beschouw de Markov keten uit onderstaande figuur. De getallen langs de pijlen geven de
 
overgangskansen tussen de vier toestanden.
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2 

1/2 

a) Bepaal de stationaire kansverdeling van deze Markov keten. 
b) Bepaal het verwachte aantal overgangen dat nodig is om vanuit toestand 1 voor het eerst 

toestand 4 te bereiken, en het verwachte aantal overgangen dat nodig is om vanuit 
toestand 4 voor het eerst toestand 1 te bereiken. 

Beschouw de Markov keten nu als gesloten netwerk. van wachtrijen. We spreken nu van 
stations in plaats van toestanden. Ieder station bezit één server, en iedere aankomende klant 
kon worden opgenomen in de wachtrij. Bediening is in volgorde van binnenkomst. De 
bedieningsduren bij de stations zijn exponentieel verdeeJd, en de verwachte bedieningsduren 
in de vier stations zijn respectievelijk: lIJL)=4, lIJLz=3, lIJLJ=2, 1I~=1. 

c) Bepaal m.b.v. Mean Value Analyse het verwachte aantal klanten en de verwachte 
verblijftijd in de vier SUltions voor m= I, en m=2. 

d) Bepaal m.b.v. het algorithme van Buzen voor m=2 de kans dat er (OI,02,oJ,[1.4) klanten 
aanwezig zijn bij de vCI'5Chillende stations. 

e) Wat is de bezettingsgraad van station 1 voor m=1 en voor m=2? 

.:: l+-l.~,
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Kenmerk: EWI06/TW/SOR/045/RB 
Datum: 12 April 2006 

Tentamen Stochastische Modellen in OperatioDS
 
Management (l53088)
 

Donderdag 13 april 2006, 9:00 - 12:00 uur
 

Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven. 
Eindcijfer = (aantal behaalde punten+10)/10. 
Venneld ook uw studentnurruner op uw werk. 

Op~ave I (20 punlen) 
Een dumpzaak staat bekend om zijn bijzondere koopjes. De zaak heeft de gewoonte om 
de prijs van dag op dag te laten dalen, zodat een artikel snel verkocht wordt. Stel dat u 
op woensdag een artikel ziet (slechts één exemplaar aanwezig!) dat 30 Euro kost en dat 
u graag wilt kopen om uw vriend(in) zaterdag als kado te geven. U weet dat de prijs op 
donderdag gezakt is naar 25 Euro indien het woensdag niet verkocht wordt. Is het 
donderdag nog niet verkocht, dan is de prijs op vrijdag gezakt naar 10 Euro. U schat dat 
de kans dat het artikel er donderdag nog is, als u woensdag niet koopt, gelijk is aan 0.7. 
Als het er donderdag nog is en u donderdag niet koopt, is de kans 0.6 dat u het vrijdag 
nog kunt kopen. U weet zeker dat het zaterdag niet meer verkrijgbaar is. Als u uw 
koopbeslissing uitstelt tot donderdag of vrijdag en het artikel is reeds verkocht, koopt u 
een ander artikel van 40 Euro om zaterdag kado te geven. 

a)	 Formuleer het probleem als een stochastisch dynamisch 
programmeringsprobJeem. Wat zijn de fasen, toestanden. beslissingen, en de 
optimale waardefunctie? 

b) Teken de beslisboom voor dit probleem.
 
c) Geef de recurrente betrekkingen voor de optimale waardefunctie.
 
d) Hoe groot is de minimale verwachte uitgave en welke optimale beslissing neemt
 

u woensdag? 

Op~ave 2 (25 punten) 
Iedere dag bezit u 0 of 1 aandeel van een fonds. De dagprijs voor dit aandeel is een 
stochastisch proces dat gemodelleerd wordt door een Markov keten met 
overgangskansen zoals in de tabel 

daK n+1 
100 200 

dag n 100 0.5 0.5 
200 0.25 0.75 

,. 
Aan het begin van een dag waarop u een aandeel bezit kunt u kiezen lussen: verkopen 
tegen de geldende dagprijs of behouden. Als u aan het begin van een dag geen aandeel 
bezit, kunt u kiezen tussen het kopen van een aandeel tegen de geldende prijs of niet 
kopen. U heeft een startkapitaal van 200. 



Uw doel is de verwachte contante waarde van de winst te maximaliseren over een 
oneindige horizon, bij een disconteringsfactQf (op dagbasis) van O.S. 

a) Definieer de toestanden en geef per toestand de mogelijke beslissingen.
 
b) Formuleer de optimaIiteitsvergeJijkingen.
 
c) Voer twee iteraties uit van het Waarde-iteratie algoritme.
 
ct) Fonnuleer een L.P.-model waannee dit probleem opgelost kan worden.
 

Beschrijf hoe in principe uit de oplossing van dit L.P.-model de optimale 
politiek gevonden wordt. 

e) Kies zelf een stationaire politiek en onderzoek m.b.V. het strategie of politiek­
iteratie algoritme (policy iteration) of de door u gekozen politiek optimaal is. 

f) Hoeveel stationaire politieken zijn er? (Verklaar uw antwoord. door gebruik te 
maken van de definitie van een stationaîre politiek). 

Opgave 3 (25 punten) 
Bij een supermarkt arriveren klanten met een intensiteit van ~ =. lh per minuut. De 
supennarkt beschikt over twee kassa 's. die gebruik maken van een gezamenlijke 
wachtrij van klanten. Kassa 1 is altijd bemand. Kassa wordt pas geopend indien er 
drie of meer klanten in de wachtrij staan, en wordt pas weer gesloten indien de 
dienstdoende caissière zonder werk (lees: klanten) komt te zitten. De bedieningsduur 
van een klant bezit een exponentiele verdeling met een gemiddelde van 1/fA =. 1 minuut. 

a)	 Teken het transitiediagram behorende bij dit wachtsysteem, en beschrijf de door 
u gehanteerde toestanden, toestandsovergangen en overgangsintensiteiten (hint: 
definieer als toestanden (i, j) waarbij î staat voor het aantal klanten en j voor het 
aantal caissières). 

b)	 Fonnuleer de evenwichtsvergelijkingen. 

U heeft bij onderdeel b) de evenwichtskans~n niet bepaald. De volgende vragen moeten 
worden beantwoord in tennen van de aankomstintensiteit <;, de gemiddelde 
bedieningsduur lIn, en de evenwichtskansen P(ij). 

c) Bepaal het gemiddelde aantal klanten in de wachtrij.
 
d) Bepaal de gemiddelde wochtîijd~ klant.
 
c) Hoeveel caissières zijn er gemiddeld aan het werk?
 
f) Hoeveel procent van de tijd zijn alle kassa's bezet?
 
g) Wat is de bezettingsgraad van kassa 2?
 
h) Bepaal de gemiddelde lengte van een aaneengesloten periode waarin kassa 1
 

niets te doen heeft. 



Opgave 4 (20 punten) 
Beschouw het open netwerk uit onderstaande figuur. Het wachtrijsysteem bestaat uit 4 
wachtrijen, 1,2,3 en 4. Wachtrijen 1 en 2 vormen afdeling J, wachtrijen 3 en 4 vonnen 
afdeling IT. De getallen langs de pijlen geven de overgangskansen tussen de vier 
stations, dus een klant die vertrekt bij station 4 gaat met kans 213 naar station 3, en 
vertrekt uit het netwerk met kans 1/3. Ieder station bezit één server, en iedere 
aankomende klant kan worden opgenomen in de wachtrij. Bediening is in volgorde van 
binnenkomst. De verwachte bedieningsduren in de vier stations zijn respectievelijk: 
I/J.l,;1/4, 111'2;113, I/J.l,;1I2, 11/4;1. De aankomstintensiteit bij station 1 is 1" 

Afdeling I 
,-----------------------------------------

Afdeling n, 

,,,,,

112 
4 

\ 1". I1/2 
213 

._---------------------------------------­

2 

F

"----------------------------------------­

a)	 Formuleer de stroomvergelijkingen en los deze op. 
b)	 Hoe luidt de stationariteitsvoorwaarde? 
c)	 Geef de kansverdeling van de rijlengten bij stations I, 2, 3 en 4. 
d)	 Geef de simultane verdeling (produktvorm) van de kansverdeling van de rijlengten 

bij de stations. 
e)	 Geef voor ieder station een uitdrukking voor het gemiddelde aantal klanten, en voor 

de gemiddelde wachttijd van een klant. 
f)	 Geef een uitdrukking voor de gemiddelde verbJijftijd van een klant in afdeling IJ. 
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FACULTEIT BEDRIJF, BESTUUR en TECHNOLOGIE 
Kenmerk: OMPL05.030/lw 
Datum: 10 juni 2005 

TENTAMEN STOCHASTISCHE MODELLEN IN OPERATIONS 
MANAGEMENT (153088) 

Dinsdag 14 juni 2005, 13.30-16.30 uur 

Opmerkingen vooraf: 
1. Gelieve (voor de cijferregistratie) het blok bovenaan het antwoordformulier in te 

vullen, inclusief studentnummer, opleiding en vakcode. 
2. Het gebruik van boeken, syllabi, grafische rekenmachines of aantekeningen is niet 

toegestaan bij dit tentamen. Een eenvoudige rekenmac~ineis wel toegestaan. 
3. Dit tentamen beslaat uit 4 opgaven. 
4. De score voor dit tentamen is gelijk aan (aantal behaalde punten+4)/4. 
5. Alle antwoorden dienen te worden gemotiveerd en waar nodig van een 

berekening te worden voorzien. 

Opgave 1 (7 puuten) 
Een student die weinig slaap nodig heeft, moet het volgende kwartiel voor zijn afstuderen 
nog 3 lastige vakken afronden, zeg A, B en C. Hij heeft een inschatting gemaakt van de 
kansen dat hij een bepaald vak zal halen als functie van de ~hij er in imteStreá. 
Naast zijn werk bij Stress en AH en zijn sociale veIplîchtingen heeft de student per week 
toch nog 5 dagen beschikbaar voor studie. Hij kan aan een vak wekelijks O. 1•...• 5 dagen 
besteden. Neem aan dat het aantal dagen dat hij aan een bepaald vak besteedt ViUl week 
Lot week hetzelfde is (dus bijvoorbeeld: hij besteedt een kwartiellang 2 dagen aan vak A 
elke week). De slaagkansen voor een bepaald vak bij de verschillende niveau's van 
inspanning staan in de volgende tabel: 

Aantal dag:en SJaal!kans A Slaacleans B SIaaclean. C 
0 .20 .25 .10 
I .40 .50 .30 I 
2 .60 .60 .45 I 

3 .75 .70 .55 
4 .80 .75 .65 
5 .85 .80 .70 

De student wil zijn tijd zodanig over de vakken verdelen dat de kans dat hij geen enkel 
vak haalt zo klein mogelijk is. 
Los dit probleem op met stochastische dynamische programmering. 
Hint 
Kies: Fase t = vak 1(1= l=A, t=2=B, 1=3=C) 
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a)	 Fonnuleer het probleem als een stochastisch dynamisch 
programmeringsprobleem. Wat kies je, bij bovenstaande keuze voor de fasen, als: 
• toestanden 
• beslissingen 
- optimale-waardefunctie. 

b) Geef de recurrente betrekking voor de optimale-waardefunctie. 
c) Los het probleem op via dynamische progrommering. (Er hoeft geen policy tahle 

gegeven te worden.) 

Opgave 2 (10 punten) 
In een magazijn wordt van een bepaald artikel een kleine voorraad aangehouden van 
maximaal 2 stuks. Aan het eind van elke week wordt de voorraad geteld en wordt beslist 
of er bijbesteld moet worden en zo ja, hoeveel stuks. De bestelling wordt onmiddellijk 
afgeleverd. De kosten van een bestelling bestaan uit een vast bedrag van 80, vermeerderd 
met 80 per bestelde eenheid. De vraag per week is stochastisch en wel 0 met kans JA, 1 
met kans % en 2 met kans JA. Indien de vraag groter is dan de voorraad wordt het tekort 
direct door de fabriek nageleverd. Dit kost 240 per eenheid. De voorraadkosten zijn 0 
onafhankelijk van de voorraadhoogte. De beginvoorraad is O. 
Men vraagt zich af wat een optimale voorraad- en bestelstrategie is die de verwachte 
verdisconteerde kosten over een oneindige horizon minimaliseert. Het bedrijf hanteert 
een verdisconteringsfactor van 0.8 per week. 

a)	 Bepaal voor dit Markov beslissingsprobleem respectievelijk de toestanden, de 
mogelijke beslissingen in een bepaalde toestand., de directe kosten als functie van 
de toestand en de beslissing, en de overgangskansen. 

b)	 Fonnuleer de optimaliteitsvergelijking voor de optimale-waardefunctie Vei). 
c)	 Voer twee slagen uit van het successieve-approximatie (value iteration) 

algoritme, d.w.z. bepaal V I (i) en V2(i), uitgaande van Vo(i) = O. Bepaal in elke 
stap de bijbehorende kandîdaat-strategie. 

d)	 Wat zijn de verwachte verdisconteerde kosten vanuit beginvoorraad 0 bij gebruik 
van de strategie (2,0,0), d.W.Z. 2 bestellen bij voorraad 0 en bij andere 
beginvoorraden niets bestellen? 

e)	 Welke stappen zijn nodig om via policy iteration te bepalen of de strategie uit d) 
optimaal is? (Je hoeft deze stappen niet door te rekenen.) 

Opgave 3 (12 punten) 
Het werkcollege SMOM vindt plaats in een grote collegezaal. Voor het beantwoorden 
van vragen zijn de docent (Leo) en zijn studentassistente Gwendolyn aanwezig. De tijd 
tussen 2 tijdstippen waarop een student(e) te kennen geeft graag hulp te hebben door zijn 
of haar vinger op te steken, is negatief exponentieel verdeeld met een gemiddelde van 3 
minuten. 
Als er vier studenten zijn met een vraag (twee die geholpen worden en twee die op hulp 
wachten), dan zien andere studenten af van het vragen om hulp. Het beantwoorden van 
een vraag door Leo respectievelijk Gwendolyn vergt een negatief exponentieel verdeelde 



tijdsduur met een gemiddelde van 2 respectievelijk 4 minuten. Indien leo en Gwendolyn 
beide niet bezig zijn met het beantwoorden van vragen, dan worden de eerst 
binnenkomende vragen op fifty-flfty-basis verdeeld tussen hen. 

a) Teken een transitiediagram voor deze situatie. 
b) Bepaal de evenwichtsvergelijkingen en bepaal hieruit de evenwichtskansen. 

De antwoorden op de volgende vragen mogen uitgedruk"t worden in de evenwichtskansen 
uit onderdeel b). 

c) Hoeveel minuten moet een student(e) gemiddeld wachten tot Leo of Gwendolyn 
tijd heeft om de vraag te beantwoorden? 

d) Hoeveel studenten per uur zien naar verwachting af van het stellen van een vraag? 
e) Welke fractie van de tijd is Gwendolyn gemiddeld bezig met het beantwoorden 

van vragen? 
f) Hoeveel vragen beantwoordt Leo gemiddeld per uur? 
g) Wat is de gemiddelde lengte van een periode waarin Leo continu vragen 

beantwoordt? 

Opgave 4 (7 punten)
 
Beschouw het onderstaande open wachtrijnetwerk met negatief exponentieel verdeelde
 
bewerkingstijden en Poisson-aankomstprocessen bij station 1 en 2.
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De aankomstintensiteit bij station I is 14 jobs per uur. Neem aan voorlopig (in onderdeel 
a) tlrn d)) dat er bij station 2 geen jobs binnenkomen. De overgangskansen zijn als volgt: 
rl2 =fl3 =0.5, f21 =0.25, Cl) =0.75. Het gemiddelde aantal jobs dat bewerkt kan worden 
per uur bij stations 1,2 en 3 bedraagt respectievelijk 20,12 en 18 jobs. 

a) Geef de stroomvergelijkingen en los deze op. Laat zien dat aan de
 
srationariteitsvoorwaarde is voldaan.
 

b) Geef de kansverdeling van de wnchtrijlengte bij station 3.
 



c) Wat is de bezettingsgraad van station 2? 
d) Wat is de gemiddelde verblijftijd van een job in het systeem? 
e) Veronderstel nu dat er ook jobs bij station 2 het netwerk binnenkomen en wel 

met intensiteit r2 jobs per uur. Beconunentarieer de volgende stelling: 'TIe 
minimale waarde van r2 waarvoor niet meer aan de stationariteîtsvoorwaarde is 
voldaan is r2 =4 jobs per uur". 



SMOM - Tentamen 14-06-2005 - Uitwerking van opgave 1,2 en 4. 

Opgave I 
a.
 
SDP probleem:
 
Fasen n: N~{l~A, 2~B, 3~C}
 

Toestanden i: resterende dagen voor fase TI en verder S={O,l,2,3,4,S}
 
Beslissingen d: hoeveel dagen besteden aan vakn, Dn(i)=~ I0 ~ x s i}
 
Optimale waardefunctie: minimaal verwachte kans op geen gehaald vak voor vakken n en i
 
resterende dagen.
 

b.
 
V,(i) - mint,(d,), VN.1(i - d,)}


dJ'!'. 

D,(ir {.: I0 " ;r; " i} (in toestand i kan je nog Ooi dagen besteden aan vakken n, n+I,..., N). 

In de laatste rase (fase 3Nak C) besteed je alle resterende tijd: 
V3(Or.90 V3(2r.55 V3(4r .35 
V3(lr.70 V3(3r .45 V3(5)~.30 

Directe opbrengst:
 
cn(dn) = faalkans = l-slaagkans voor vak TI met dndagen besteed (uitlezen uit de tabel uit de
 
opgave). 

Alle kansen zijn dus: 1 - slaagkans. Een ander manier van oplossen is de slaagkans 
maximaliseren. (Hier wordt de faalkans geminimaliseerd!). 

c 
V,li\ VakA-I VakB-2 VakC-3 
1=0 x .675 (d=O\ .90 
H x .450Id-1\ .70 
1 2 x .350 (d 1) .55 
1-3 x .270 (d-3) .45 
I~ x .210 (d 3) .35 
1-5 .0875 (d-3\ .165 (d-3\ .30 

Tabel verder invullen:	 d~2: .40'.70~.280 

d~3: .30'.90~.270' 

V2(5rmrn{ d=O: .75'.3~.225 V2(2rmrn{ d=O: .75'.55~.4125 

d~l: .50'.35~.175 d=l: .50'.7~.350' 

d~2: .40'.45=.180 d~2: .40' .90~.360 

d~3: .30'.55~.165' V2(lrmrn{ d=O: .75'.7~.5250 

d~: .25'.7~.175 d~l: .50'.9~.450' 

d~5: .20'.9~.180 V2(Ormrn{ d=O: .75'.9~.6750' 

V2(4)~{ d=O: .75'.35~.2625 

d~l: .50'.45=.225 VI(5rmrn{ d~O: .80'.165~.1320 

d~2: .40'.55~.220 d=l: .60'.210=.1260 
d~3: .30'.7~.2IO' d=2: .40'.27~.1080 

d~: .25'.9~.225 d~3: .25'.35~.0875' 

V2(3rmrn{ d=O: .75'.45=.3375 d~: .20'.450~.090 

d~l: .50'.55~.275 d~5: .15'.675=.1013 

Dus: besteed 3 dagen aan vak A, I aan vak B en I aan vak C. De kans datje geen enkel vak 
baalt is dan 8,75%. 



Opga.eZ 
a.MDP 
Toestanden i: voorraad begin van de week S={O,1.2} 
Beslissingen d: bestelling Do~{O, 1,2}, DI~{O, Ij, DdOj 
Directe kosten: I(i,d) 
Overgan skansen: D(jli,dJ 

I D Nabestelling I ni,dJ best. Kost+kosten nabest. 
0 0 0,1,2 0+ Y.t*O+y,,*24ü+Y4*24û ­ 180 
0 I 0,1 80+1*80 + 'lS.*O+Yi*240 220 
0 2 0 80+2*SO + 0 - 240 
I 0 0,1 0+ Yz*O+1J.J*240 ­ 60 
I I 0 80+1*80+0-160 
2 0 0 0+0-0 

D(ili,dJ 
J 0 
I 
% 
Y< 
% 
Y< 
Y< 

J I 
0 
Y< 
V, 
Y< 
V, 
V, 

J 2 
0 
0 
Y< 
0 
Y< 
Y< 

b. Optimale waarde functie: V(i) ­ ~{r(i,d) + p~ pU Ii,d)VU)} 

V(2)~ 

Uitwerken: 
V(O)=min{ 

V(l)=min{ 

d=O: 180+0,8V(0) 
d~l: 220+0,6V(O)+O,2V(l) 
d~2: 240+0,2V(O)+O,4V(l)+O,2V{2) 
d=O: 60+0,6V(O)+O,2V(l) 
d=l: 160+0,2V(O)+O,4V(I)+0,2V(2) 
d=O: 0+0,2V(0)+O,4V(I)+0,2V{2) 

c. 
VI (Orntin{ 

VI (Irntin{ 

d=O: 
d~l: 

d=2: 
d=O: 
d~l: 

ISO * 
220 
240 
60 * 
160 

VI(2F d=O: 0 * 

Er wordt niets besteld in VI(i). 

V2{O)~{ 

V2(l)=min{ 

V2(2)~{ 

d~O: 

d~l: 

d=2: 
d=O: 
d~l: 

d=O: 

180+0,8*(1*180)=324 
220+0,8*{3/4*180+1/4*60F340 
240+0,8*(1/4*180+1/2*60+ 1/4'0)~300* 

60+0,8*(3/4*180+1/4'60)~ISO* 

160+0,8*(1/4*180+1/2*60+1/4*0)~220 

0+0,8*(1/4*180+1/2*60+1/4*0)=60* 

Bestel er 2 bij voorraad 0 anders bestel niets. 

d. Doe een stuk policy iteration totdat je V6(0) kan bereken met 6~{2,0,0) 

Dus stelsel van vergelijkingen V3(i) opstellen en oplossen. 

V6(OF240 + 0,8 * (Y<V6(0)+V, V6(1)+Y< V6(2)) 
V6(IF60 + 0,8 * ('!<V6(0)+Y< V6(1)) 
V6(2)=O + 0,8 * «Y<V6(0)+V, V6(1)+Y< V6(2))~V6(0)-240 

.8V6(IF60 + 0,6V6(0) 
V6(OF240 + 0,2V6(0) + 30+0,3V6(0) + 0,20V6(0)-48~740 

Oplossen levert: 
V6(OP740 



e. Policy iteration. 

1	 Kies poliey 6 
Bepaal V6(i)~ 

Los dit stelsel op 
2	 Politiek verbetering: 

Bereken T6(iF voor alle i uit S 
Als voor 1 politiek geldt: T6(i)<V6(i) (kleiner dan vanwege minimalisatie) dan 
politiek niet optimaal. Kies nieuwe politiek cS' met voor iedere i beslissing wat 
T6(i) minimaal maakt, ga verder met deze politiek in stap I 
Als T6(iFV6(i) dan is 6 de optimale politiek 

Opgave 4 
a.
 
",~14+O,25 '"
 
1tZ=O,51tl 
1t3=O.5 1t1+O,75 1tz 

",~14+l/8 '" ~14·817~16 

1tz=8 
"J~8+6~14 

StationariteitsvoOlwaarde: 
Pi = 1t/Jli < 1 voor alle i 
p,=16120 < 1 
P2~8/12 < I 
PJ~14118 < I 

b. (Onzeker over juistheid van dit antwoord)
 
Kansverdeling van de wachtrijlengte van station 3 is geometrisch verdeeld met parameter
 
,,;I~,-14/18 

c. (Onzeker over juistheid van dit antwoord) 
P2~8112 

d. 

Verwachte aantal jobs bij station i: L;= ;" 
jl, -;" 

L,=16/(20-16F4 
L,~8/(12-8F2 

LJ~14/(18-14F3,5 

In totaal zijn er 9,5 jobs in het systeem 

W~LI1.d),5/14	 ~ 0,679 uur ~ 40,7 minuten. 

e. 
Nee, dat klopt niet In eerste instantie zit station 2 aan zijn max 8+4=12 jobs en dat ook het 
aantal dat het kan bewerken. Echter er wordt vergeten dat via station 1 nog meer jobs naar 
station 2 komen (217 rz). Enig rekenwerk laat zien dat de nieuwe 1tz=12 417 wordt 
1'2=12417 112 > 1... 
rz moet kleiner zijn dan 3 1/9 
(",<127 ",<14+1/8 '" +1/8 r,<16+2I7 r, 712 < 8 + 1217 r, 7 r, < 31/9) 
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FA.CULTEIT IJEDRlJF. BESTUUR en TECHNOLOGIE 
Kenmerk: OMPL05.018/lw 
D~lum; 31 maan 2005 

TENTAMEN STOCHASTISCHE MODELLEN IN OPERATIONS
 
MANAGEMENT (153088)
 

MlI3lldPg 4 april was. 9.00-12.00 uur
 

Opmcrkllll:~11 vool'1lf: 
I. Gelieve hel blll\:; oovenaaD hellenl:unfonnuliu in te vullen. ill<;"lusief$lud<:ntnununer. 

opleiding en vllkeode. 
2.	 Hel gebruik van boel:;en. syllabi. gl'llf1scbe ",unmaehllle!l of lI:LIIlekeningcn is wet 

IOCge..llnan bij dil u:n1Mlcn. Een eenvoudige n:kcnmaehtm: is wellocgestwl. 
3. DitlCnlarnen bestanI uit 4 opgaven. 
4. Dcscorc voordillenlllIlll:n is gc:lijk:cm (:lalIIDl bel!lIiIde punten+4)14. 
S.	 hUe IIl1hroordcn dlcocolc ..-ordco gcmotlveerd en WIllIr oodlg .... D«0 

bcnkullllg Ie wordcn voonltll. 

Opgave 1 (9 punteh) 
BlISI;hauITeur Carlos maakl elke dag mel cen lu~e lourin&tllf VDnuit zijn sl:llldplll.llts 
Trujillo cen lourdoor hel Andesgebergte. A;m booid is ic.dcn: d<Jgcen andcT g~lschap 

buitenlandse toerislen dal CarJosllall het eind V:lll de ril, In de l.:uo avond, ruim belOOllI 
mei fooien. Deze fooien zijn voorCarl05 CIll belangrijk. Ze vormen ccn welkome 
a3nvullingop zijn bescheiden vasle Slllans. Zools de lI\CC!;le Peruancn k3n Carlas goed 
!Cgen tropische tcmperaturen. Buiumlonders hebben da.:ll" W~I meer problemen mee. Om 
die ~den willen ze op hele d<Jgcn gr:L:Ig de .aireo aan in de bus. En d:uLr koml hct 
probleem: C:ulo5 is slecht bc:sland legen de airco. Hij wordl Cl" verkouden VllD. 

C:ull)$' rysick.e ge..lleldheid k.an (ruwweg) in twcceondilics 
'~rk.eren; goed ofsle<:hl.ls zijn ge..lteldhcid goed dlln is ~jjll . 
diJtjil gord. Is zijn gcslddllcid op een bepaalde dag ,Iecht . 
maar Wllli zjjn gcstelclheid de dagd:arvoor goed. diUl ifciin­
rijstijl mo/ig.ls zijn gesleldheid op een bcpaaldedagsleeh! 
en Wpji zijn gesteldheid de d~g<b.arvoorook sh:ehl. dim is 
zijn rijS/ijl slrchl. In dalla.:ltsle geval rijdt hij als een krant 
en ontwijkt hij lemauwemood ravijnen. Op zijn rysiek.e 
gesteldheid hun de ain:o een cruciale invloed. 

Hel is tn:l:ll\dagochtend 6.00 uur en het belooft een hete 
week Ie wonkn. C;JJ"los heen op mil:ln&g. dinsd~gen 

wocnsdagecn lour. De donderdag daarop i$ hel Eerste 
Kersldag en is hij vrij. 
Iedere ochlend om 6.00 uur \:;ijkt CilSlos hoc hij zieh voelt. Hij besluit d"" or hij die dag 
in de bu:; de airco ll'UItet orniet. Op dcte maandagmorgen voelt hij zieh goed. W:lIIneer 



Cll1los' fysieke gesleldheid ~an het begin van een dag goed is ~ hij UI de ll.Ïrw nietll:Lll 
dan is zijn gesteldheid de volgende d~g met kansO.8 \\'C<'r goed. WanllCCl" CllI'los' fysieke 
gesteldheid:I:LII hel begin v.:m een lbg goed is cn hij UI de 3ireo wel aan dan is zijn 
gesteldheid de "olgende d~g meI kans 0.3 wcergocd. WannccrCarlos' fysieke 
gesteldheid aan hel begin v.m een d~g sleeht is en hij UI de lIireoniet 3IU1 dan is zijn 
gesleldheid cic: volgende dag mei kans 0.7 goed. W.mnce.rClrlos' fysieke gesteldheid 
aan hel begin van een dJg slecht is en hij lel ,I<: 'lÎreo wel aan dan is zijn gesleldheld cic: 
vol{;cndc d~g met IQns 0.1 goe<!. 
leder gt:Uw;h~p druk! de w:wdering vQOrc<:n daaic Carlos Uil in de hoogte van de 
faoi~. De: rl;lÇihoogte hlll1gt 3r'<llI1lwce facloren: ClIrJos' rijstijl cn Carlos' :r.ireogedmg. 
(s Carlof rijslijl died~8 gocd c.n heef! hij de aireo lI4II. dan onlvlll1g1 hij 'sllvonds 300 
Solcs a.:m fooien. (s Carlo,- rijslijl die: d~g goed en heerl hij de mreo nielllan, dan 
onLvangt hij '5 avonds 200So1es lI"n fooien. Is CllI'los' rijstijl die d~g matig en heen hij 
de:r.irw 1UlIl. dan Onlv;mgt hij '.. uvonds 200 Soles lL1Il fooien. Is Carlos' rijslijl die dag 
matigen heefl hij cic: airco niet;)ll1\, dan onNll1Iglltij 's avonds 100 Soles ll:lJI fooien. 15 
C3l'los' rijstijl die dag shxhl en heeft hij de aireo lI.3n, dan ontvangt hij '5 avonds 100 
Soles aan fooien. Is C",h;os' rijstijl die d:lg slcehl en hecJt hij de ain;o nielll:Ll\, d3n 
ontvungt hij's avonds 50 Sol"';l:I.n fooien. 
Bepa:J.l cic: m:aximale opbrengst (Ilan fooien) overdcdrie bovenbeschreven d.:Igcn. 

a) Formlllccr het probleem als een 5uxhlL5tisch d)'Mtnisch 
pro~mcringsprobleem. Wal kies je als: 
- fasen (bcsliu.in&ltijdstîppcn) 
-locsl3lldcn 
_beslissingen 
• optimaJe-w:wdc furo;:tie. 

b) Geefde rorum:nlc bctn:kking voor de optim.:lle·wurdc: runelic. 
cl Los het probleem op via dyn3lJlische progr:unmcring. 
dl Geefccn po/icy rabl~. 

Opgave 1 (9 punteo) 
Bij de produelie Vll1l vliegluigen worden onderdelen ~ken in een spct:jaaJ dIlarIoor 
bcJtem<le b:Lkoven. De produelie in deze bakoveos vindl pluIS d.m.v. produ,tic-runs dic 
ccn volle d:lg duren. Vindl op een dag een productîc-run plaats. dan word'n alle 
.:wlweJ.Îge onderdel,n (mei c.en mv.imum vun drie) in de oven ge~ om vervolgens 
I.!: worden gl:U'IlJIJponccrd ~ccn volgende afdeling. liggen a.m Itct begin \':>n ccn do.g 
l~nrnirl.lte drie ondmlclen te wueltlen. dan wordt altijd ccn produelic-run 8cslJlJt. Liggen 
cr 6!n OflwCC ondcnlclen IC wachten. d~n kan de produeticm"".gcr kie«n om.:ll dan 
niel Ic produeen:n. 
HeilUlnkOl1\1lpro;cs '<Iln onderdelen is stochastiscb. Elke dug komt er maximaal Un 
onderdccl binnen (IrODtdat de beslissing genOTIIClI wordlom:IJ dm niCl een productie·run 
IC sl:uten). Mei t:sns 213 koml cr ccn ondcrdccl binnen. meI Un$ 113 nit.l. 
Aan het begin VlUl dug \, na cc:n cvenluele ~nkomsl V1l/1 et.I1 on<krded. zijn niet meer 
tl:ll'l 3 onderdelen oanwcVg. De kOllen voorcen produetie·run bcdr:lgen 1000 euro. De 
kOSlen '<Dn onderhanden werk worden gcsehat op \00 euro p"" d:lg pct onderdeel 
aan....ezig aan ht.l begin v,n dc d'g, inclusief een cventueel net gc.:uTÎyccrd onderdeel. 



DI: pnxiucl,icm;ng<:r "ra.lgt zich "r ",,,t een oplimale pnxiuelicstClllegie is die de 
"er..,,;o;hlC vcrdisconteerde kosten overeen oneindige horizon minimalisccn. Het bodrijr 
h.nleen ccn v.rdisconleringsractor van 0.75 pcrdog. 

ol	 Vcrl:J:t.:>.fw.J1Om:J.:lll het begin voo een dag nooil meer dan) orHlcrdelen voorde
 
o"en liggen IC "'xhlen.
 

bl	 Bep:l.1l voortlit M:lr~oV beslissingsprobleem m;pcclievelijk de tQe$tandcn. de
 
mogelijke I:oulinin&en inccn bepa:olde lQe$UII1d. de direcle kosten als runelie van
 
de lOUulnd en de 1lalining.e" de overgllDpblJlscn.
 

el Fonnuleer dc opliJlUllitei15v~e\îjkîng.
 

d) Gebruik poUe)' itertlllOll om te bepalen orde huidige SlrlIlcgie die pIlS een
 
prgcjuelie·ron sllll1llls CT) ondadclen !il!S"n te w<Il:hte:n optimul is.
 

e) Formuleereen tp-JIIOblccm w:wmee de optimale Jt.liomJi~ politiek bcp~d luLn
 
",ord<:n.
 

Opgave 3 (lO pLInteo) 
Bij een werkcollege SMOM zijn 125 sludenten aanONCzig. Voor hel bcan[Woorden van 
vr:lgcn zijn de docent (Lco) en lwcesludentassislenlcn (M:lricke en ]lI.;Iplll:Ulwaig. De 
tijd tu.!SCn 2lijdslippcn '"=p ccn studcnl{e) Ie kennen &CCn ~g hulp te l1ebben door 
zijn orha:lJ"vingçr op Ie ste~, is neg;Jtidcxp"l'lenUcel verdeeld met ccn gemiddelde 
V"'l 3 minuIen. 
Als cr 6 Studenlen zijn meI ccn vr.l:lg (3 die gçholpc:n worde<1 en drie die op hulp 
"':u:hlCn).lbn vl"IgcJ1ll1K1cn:: sludenten niel meer om hulp. Het bo:.onlwoonkn Vlll cc" 
v=g door Lco vergt ccn IK'g;llief expanentieel verdeelde tijds4uur meI cc" gemiddelde 
Vllll 3 minuten. Marieke en ]a:lP kost hel beantwoorden Vll/J een VI1I.:!!: gemiddeld 4 
minuIen. De dOQ.'nt mwt zieh zorgen OVCl' de wcrkbellUting voocdc $\udenlllUlsu:nu:n. 
D=m beantwoordt lcode eerste vta:lgslceds1.tlr. Indien hij ccn vmg bt.iInlwconl 
hedt en CCI1 van de sludtnlassistenten is nog betlg. dIIn IIccml Lco de bo:.ontwoording VIlO 
de \If:Ulgover (van een van hen). 

•) Teken een lr.LIISiliediagr;un voor deze situatie.
 
b) Bepa.:>J de evcn\l/icht.svergdijkin~1Ien bc:p:Lal hieruit de even\l/lcbtskllOSCn.
 

De 3I1''''oorden van de volgeIlde vragen mogell uitgel1tl.lkt wonlol:n in tie 
evenwiçhlSk3l1scn Uil oll<ltrd«l bl. tv"'Lr;

el	 Hoc_«l minuten ",ocht eo;:n sludenl(el gemiddeld lot zijn orh:w vraag IV). 
~ntwoofd 111	 [) \ 

dl Hocveel stul!cnlc.n peruur 1Jell n:ut YU\I/;tChtmg of van bet slClien van ccn vr.IlIg? IJl .1\
 
1') Welke fr.lCllt V:l!l de I'Jd 1Jjn Mllnclr.een Jll.;lp gcmiddcld bt~ill nw het \ (')
 

lcntwoordl'lI van vragen (:u.nllcmelldedol1.t htl werkcerlljk verdelen)?
 
II Hocnel vmgell bc.:lnlwoordt Lco gemiddeld per uur?
 

L~ ) ~~ .P'tl~~ Jt ~~ ~ 
>-~I 

l-06 ~Q~ 



Oppve 4 (8 puuten)
 
Ikxhouw de on~f1Iuunde Markov kelen.
 

2 3 

4 

Oe ovc'llUl"hllU1l VoV\ lot.lOloV\d i ruw loe.ll:tnd.j wonltn gcgp:~ in de vol&c~ libel: 

n) BcpMl de sl~lion;urc kansverdcling voor dtu: MlUkov keltn. 
b) Bcpm hCI vtl'Wxtue :I.:mlal overgangen dat nodig is om vanuit 10e.51and I voor 

hcl eel'Sl lotSt:lnd. 4 IC berokcn. 

B~houw de Mnrkov kelcn nu lIls ten geslolcn netwuk. Wc sprekcn v:llUlfnu van 
sl:ltions in plo.ats van lotSlandcn. 
Neo::m;uII dal erm klnnltn in hCI sysleem aanwc:zjg zijn. 
Ne.:m aan d:ll icdcrsllltÎon cc:n enkclestrVCl' hctli en dat in de wachtruimtes bij dc 
Sl:llions pla.:u.s is voor olIe aankomende kllUlltn. De gemiddelde bcdlcningsr.ue (per 
lijd$cenheid) in de versehillendc slatÎons bcdnwgt resp. 111 "415, IIz ,,415. liJ = 115 en 
11<"" 415. 

e) Bcp:l:ll m,b.v. /IlCjJ1I valuc o/l/llysis hcl vcrwllChte ll.:IlItlll k1:lllICn cn de semiddclde 
vcrblijflijd bij de 4 Slations voor m = I en m -= 2. 

d) Bcp:laI voorm =2 m.b.v. hel algoritme ViUI Buzcn de kiJns dat cr (nr.....no) 
klanlen aanwezig !ijn bij de versc:hîllende 51111ion5. 

c) Wal is de be:7.euing5gra;td "ll.II.sration 21 
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Kenmerk: EWI05fTWISORJ0031RB 
Datum: 13 March 2007 

Tentamen Stochastische Modellen in Operations
 
Managemen(153088)
 

Vrijdag 14 januari 2005, 9:00 - 12:00 uur
 

Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven.
 
Eindcijfer = (10 + aantal behaalde punten)/IO.
 
Venneld ook uw studentnummer op uw werk.
 

Opgave I (20 punten) 

Piet bezit aandelen van een beursgenoteerd bedrijf. De huidige prijs van het aandeel 
bedraagt € 80,-. Gemakshalve gaan we er vanuit dat bij iedere dag één prijs hoort. Piet wil 
de aandelen uiterlijk binnen vier dagen verkopen en moet dus beslissen of hij zijn aandelen 
nu verkoopt of dat mj 1, 2 of 3 dagen wacht met verkopen. De effectenmarkt fluctueert 
sterk en Piet denkt dat de prijs van dag op dag hetzij met € 20,- stijgt of met € 20,- daalt. 
De kansen op deze veranderingen worden door hem als volgt ingeschat (de huidige dag is 
dag I) 

I kans op kans op 

dag stijging daling 

2 P I-p 

3 112 1/2 

4 4/5 115 

Op dag 2 is de prijs dus € 100,- met kans p of € 60,- met kans I-p, enz. Gezocht wordt de 
optimale beslissing op de eerste dag als functie van p (0 ~ p ~ 1), welke de verwachte 
verkoopprijs maximaliseert. 

a)	 Fonnuleer het probleem als een stochastisch dynamisch programmeringsprobleem. 
Wat kiest u als 
(i) fasen (beslissingsmomenten) 
(ii) toestanden 
(iii) beslissingen 
(iv) optimale waardefunctie 

b) Geef de D.P. recursie voor de optimale waardefunctie. 
c) Bepaal (via D.P.) de optimale beslissing op dag I als functie van p. Hoe groot is de 

maximale verwachte verkoopprijs voor p =1/41 



Opgave 2 (25 punten) 
Een machine kan zich in drie toestanden bevinden: "goed", "matig" en "slecht". Bevindt de 
machine zich aan het begin van de week in de toestand "goed" (resp. "matig") dan wordt 
die week een opbrengst verkregen van € 100,- (resp. € 50,-). Is de toestand "slecht" dan 
krijgt de machine een grote beurt, tegen kosten € 200,-, en is de machine een week uit 
roulatie, waarna hij zich aan het begin van de volgende week in de toestand "goed" 
bevindt In de toestand "goed" kan gedurende de week klein onderhoud worden gepleegd, 
tegen kosten € 50,-. In dit geval blijft de opbrengst in de betreffende week ongewijzigd, 
maar is de toestand aan het begin van de volgende week met zekerheid: "goed". Is de 
toestand aan het begin van een week "matig" dan kan de machine een week uit roulatie 
genomen worden en tegen kosten € 100,- aan het begin van de volgende week in toestand 
"goed" worden gebracht. 
Worden geen onderhoudswerkzaamheden verricht dan verloopt de toestand volgens de 
overgangskansen in onderstaande tabel. 

oestand volgende week 

goed Matig slecht 

Toestand goed 0.8 0.2 ­

uidige week matig - 0.5 0.5 

Het optimaliteitscriterium is de contante waarde van de netto verwachte opbrengsten, met 
verdisconteringsfactor a=ll2. 

a) Geef de optimaliteitsvergelijkingen.
 
b) Geef twee iteraties van het waarde-iteratie algoritme.
 

c)	 Kies een onderhoudsstrategie en onderzoek m.b.V. het policy-iteratie algoritme of 
deze politiek optimaal is. 

d)	 Geef een L.P. model waarmee de optimale politiek bepaald kan worden. Vindt 
deze politiek door het L.P. model grafisch op te lossen. 

Opgave 3 (25 punten) 
Een continu bedrijf produceert goederen op een 3-tal identieke machines. Per machine is 
de productie 1000 stuks per dag. Elke machine is aan storingen onderhevig. Het verhelpen 
van een storing gebeurt door een monteur. De daarmee gemoeide reparatietijd kent een 
exponentiële verdeling met een gemiddelde van 1 dag. Na het verhelpen van een storing is 
een machine weer als rueuw. 
De tijd tot bet optreden van een storing vanaf het in gebruik nemen van een gerepareerde 
machine beeft een exponentiële kansverdeling met een gemiddelde van 4 dagen. Voor het 
onderhoud zijn 2 gelijkwaardige monteurs beschikbaar. 

a) Defirueer de 4 toestanden waarin dit systeem zîch kan bevinden. 
b) Teken een toestandsdiagram waarin de overgangsintensiteiten tussen de 

verschillende toestanden zijn aangegeven. 
c) Bereken de fracties van de tijd waarmee het systeem zich in elk van de toestanden 

bevindt.
 
d) Wat is de bezettingsgraad van de onderhoudsafdeling?
 
e) Wat is het verwachte aantal machines in storing?
 

Wat is de gemiddelde dagproductie?
 
f) Wat is de frequentie van optreden van storingen in het systeem als geheel?
 



Opgave 4 (20 punten) 
Beschouw een open exponentieel netwerk bestaande uit 2 stations als weergegeven in 
onderstaande figuur, samen met de overgangskansen tussen de stations (een klant die uit 
station 1 vertrekt gaat altijd naar station 2, en een klant die uit station 2 vertrekt gaat met 
kans l-P naar station 1, en verlaat het systeem met kans P) . Het systeem is stationair. De 
gemiddelde bedieningsduur van station i is ~-1, ;=1,2. De externe aankomstintensiteit bij 
station i is î'i. i=I,2. 

p 

1 2 • 

l-P 

a) Formuleer de stroomvergelijkingen en los deze op. 
b) Hoe luidt de stationariteitsvoorwaarde? 
c) Geef de kansverdeling van de wachtrijlengte bij de 2 stations. 
d) Geef de simultane kansverdeling van de wachtrijlengte bij de 2 stations. 
e) Geef voor ieder station een uitdrukking voor het gemiddelde aantal klanten en 

voor de gemiddelde verblijftijd van een klant. 
f) Geef een uitdrukking voor de gemiddelde verblijftijd in het netwerk voor een 

willekeurige klant. 
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Dit tentamen bestaat uit 4 opgaven.
 
Eindcijfer = (10 + aantal behaalde punten)/I0.
 
Vermeld ook uw studentnurnmer op uw werk.
 

Opgave I (20 punten) 
Je doet mee aan een quiz. en belandt in de finale met een bedrag in kas van € 3750.ln deze 
finale kunje d.m.V. een gokspelletje je bedrag nog enigszins verhogen. Dit spelletje bestaat 
uit maximaal drie beurten. Bij iedere beurt mag je besluiten te stoppen, om daarmee het 
bedrag in kas te incasseren. Zo niet, dan moetje aan een speciaal rad draaien om te bepalen 
met hoeveel je bedrag zal worden opgehoogd. Je loopt daarbij echter het risico op BLUT te 
belanden, waardoor je al je geld kwijtraakt (maar nog wel mag doorspelen). Je vraagt je af 
wat te doen teneinde je verwachte eindbedrag te maximaliseren. Het rad ziet er 
(schematisch) als volgt uit: 

uitkomst €250 €500 € 1000 BLUT 
kans 0.4 0.3 0.2 0.1 

Je kunt dit probleem oplossen m.b.V. een.stochastisch DP-formulering. Definieer hiertoe 
fix) als je maximale verwachte eindbedrag indien je € x in kas hebt na de ne beurt. 

(a) Benoem de fasen, toestanden en beslissingen in bovenstaande fonnulering. Geef 
bovendien de toestandsruimte in elke fase. 

(h) Beargumenteer datf3(x)=x voor X" 4500, enj,(x)=0.9 >+450 voor x:5 4500. 
(c) Geef de reCUlTente betrekkingen voorfo(x), enft(x). 
(d) Bepaal m.b.V. de achterwaartse recursie je optimale strategie, en geef deze in, 

woorden weer. Hoeveel bedraagt je verwachte eindbedrag? 



Opgave 2 (25 punten) 
Piet is een ondernemende student die een speciaal product op de markt brengt. Zijn 
marktsituatie kan zich iedere week in twee toestanden bevinden: het product loopt "goed" 
of "slecht". Als het deze week "goed" loopt is de kans dat het volgende week "goed" loopt 
112. Als het deze week "slecht" loopt is de kans dat het de daaropvolgende week "goed"
 
loopt 2/5.
 
In de toestand "goed" heeft Piet de keuze om al dan niet te adverteren; in de toestand
 
"slecht" heeft hij de keuze om al dan niet "research" te doen. Wordt in de toestand "goed"
 
geadverteerd dan is de kans SIlO dat het product de volgende week "goed" loopt. Wordt in
 
de toestand "slecht" research gedaan dan îs de kans 7/10 dat de toestand de volgende week
 
"goed" is.
 
De netto opbrengsten per week, afhankelîjk van Piet's acties en de toestandsovergangen
 
zijn als volgt.
 

Nieuwe toestand 
goed Slecht 

Huidige Goed Adverteren 4 4 
toestand Niet adv. 9 3 

slecht Research 1 -19 
Geen Res. 3 -7 

Ter illustratie: als de huidige toestand "goed" is en Piet besluit niet te adverteren, dan is de 
netto opbrengst 9 indien het product de volgende week ook "goed" loopt en 3 indien het 
product de volgende week "slecht" loopt 

Gezocht wordt een politiek welke de verwachte verdisconteerde opbrengsten over een 
oneindige horizon maximaliseert met disconteringsfactor V2. 

(a) Geef de optimaliteitsvergelijking(en). 
(b) Welke stationaire politieken zijn er? 
(c) Voer twee iteraties van het waardewiteratie algoritme uit. 
(d) Laat m.b.v. het strategie-iteratie algoritme zien dat de stationaire politiek: "adverteren" 

en "geen research". niet optimaal is. Wat is de volgende politiek die in het strategie­
iteratie algoritme wordt onderzocht? 



Opgave 3 (25 punten)
 
Klanten arriveren volgens een Poissonproces met intensiteit t.. bij een wacbtsysteem met 2
 
wachtplaatsen en één server. De bedieningsduren zijn exponentieel verdeeld met
 
verwachtingswaarde J-L-l. Als de server werkt is deze onderhevig aan stochastische uitval
 
volgens een Poissonproces met intesiteit 0.. Als de server uitvalt, wordt deze onmiddellijk
 
gerepareerd. De reparatieduren zijn exponentieel verdeeld met gemiddelde p-'.
 
Na reparatie functioneert de server weer als "nieuw" en begint weer met de bediening die
 
op moment van uitval onderhanden was.
 
Een klant die het systeem vol aantreft gaat verloren.
 
Alle onderliggende stochastische variabelen zijn onderling onafhankelijk.
 

(a) Beschrijf het toestandsproces met zijn toestanden [bedenk dat zowel het aantal klanten 
in het systeem als de toestand van de server in de toestandsbeschrijving opgenomen 
moeten worden] d.m.v. een overgangsintensiteitendiagram. 

(b) Geef de balansvergelijkingen en los ze op. 

De antwoorden op de volgende vragen moeten uitgedrukt worden in de gegeven 
parameters en toestandskansen. 

(c) Hoe groot zijn de binnenkomstwen vertrekintensiteit? 
(d) Geef een uitdrukking voor het gemiddeld aantal klanten in het systeem. 
(e) Hoe groot is de fractie van de tijd dat de server bezig is met bedienen? 
(f) Hoe groot is de fractie van de tijd dat de server in reparatie is? 
(g) Wat is de verdelîng van de tijd gedurende welke het systeem ononderbroken leeg is? 



Opgave 4 (20 punten) 
Beschouw een open exponentieel netwerk bestaande uit 4 stations als weergegeven in 
onderstaande figuur, samen met de overgangskansen tussen de stations. Het systeem is 
stationair. De gemiddelde bedieningsduur van station i is ~i-I. i=I,2,3,4, met waarden 
~1=1. J.!z=2, J1J=3. ~=1. De externe aankomstintensiteit bij station 1 is "(I. 

P 
2/3 

113 

l-P 

)i 

(a) Formuleer de stroomvergelijkingen en los dez .{ t"i 
(b)	 Hoe luidt de stationariteitsvoorwaarde? .7p

. 
(c)	 De toestand van het netwerk is (n" fiZ. fiJ. 1Lj), de aantallen klanten bij station 1, 2, 3, 4. 

Geef de kansverdeling van de aantallen klanten bij de vier stations. 
(d) Geef voor ieder station een uitdrukking voor het gemiddelde aantal klanten en voor de 

gemiddelde verblijftijd van een klant. 
Ce) Geef een uitdrukking voor de gemiddelde verblijftijd van een klant in het netwerk. 
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Tentamen ORII, november 2002,
 

Eindcijfer= (totaal aantal behaalde punten +10)/10
 

Er zijn 4 opgaven.
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Tentamen ORII, 14 (?) november 2002, tijd: (?) 
Eindcijfer= (totaal behaalde pnnten +10)/10 

Opgave 1: 20 p. 

Een klein bio-medisch hightech bedrijfje produceert Renspeed voor paarden, die aan 
een paarden race deelnemen. Dit middel is biologisch afbreekbaar, officieel toegelaten, 
mits door een veearts toegediend en volgens ingewijden werkt het fantastisch. De 
vraag naar de betreffende ampullen is als volgt: 

maandag dinsdag woensdag donderdag vriidag 
D-I 0.7 0.7 0.7 0.7 
D-2 0.3 0.3 0.3 0.3 
D-3 0.2 
D-4 0.6 
D-6 0.2 

Het bedrijf heeft een maximale productie capaciteit van 3 ampullen per dag. Als op 
een dag een batch geproduceerd wordt, neemt dat een de gehele dag in beslag. Daarna 
moet aan het begin van de volgende dag de batch getest worden. Dat kost 4 uur tijd. 
Met kans 0.1 moet de gehele batch worden vernietigd en met kans 0.9 is de batch 
geschikt voor verkoop. De productie kosten van een batch van omvang X zijn inclusief 
testen: 

17k-os--'te-n---I-;;~'----"-0---+1 î~oo;;~ê-I ---I~îëo5-OC02'---_-I~î"'~oc3 __-

Het product kan nadat het gelest is op voorraad worden gehouden door het zeer diep 
gekoeld te bewaren, voor aflevering moet het dan op kamer temperatuur worden 
gebracht. Dit invries I ontdooi proces kost nauwelijks tijd. Als een batch uit voorraad 
wordt gehaald, wordt deze alsnog een keer getest op dezelfde wijze als een 
productierun en dit brengt alsnog een risico op afkeur van deze batch met zich mee van 
0.2. Verdere voorraadkosten zijn verwaarloosbaar. De voorraad ruimte is beperkt tot 4 
ampullen. Ampullen kunnen na ontdooiing niet ten tweede male worden ingevroren. 
De leverantie aan een klant gebeurt per snelpost aan hel eind van de dag. Indien de test 
uitslag goed is kunnen voor leverantie dus de productierun van de vorige dag en de 
batch uit voorraad van dezelfde dag worden gebruikt. Het uitgeleverde product is dan 
alleen de volgende dag bruikbaar. Als men niet kan leveren koopt men vliegensvlug 
het product bij een concurrent in en levert de zelfde avond nog na. Dit brengt 
naleveringskosten van 1000 per stuk met zich mee. 



Het bedrijf is in het weekend gesloten. Daarom wordt de productie run van vrijdag op 
vrijdag avond I nacht getest en indien geschikt bevonden aan de voorraad toegevoegd, 
voor zover de ruimte dat toelaat. 
Aan het begin van de maandag morgen heeft men 2 ampullen op voorraad. Bij de 
productie planning houdt men als regel aan dat de voorraad op zaterdag morgen 
gewaardeerd wordt tegen de verwachte nalever kosten van de volgende maandag als 
men zoveel mogelijk aan de vraag voldoet. 

(a) Als toestandskarakterisering aan het begin van een dag werkt men met de begin 
voorraad I en de omvang van de productie run Y van de vorige dag, die nog getest 
moet worden. Als beslissingsvariabelen hanteert men de omvang van de 
productierun voor de huidige dag X en de omvang van de batch B die men Uil de 
voorraad haalt. 
Q Welke toestanden zijn er mogelijk op dinsdag morgen? 
Q Beschouw dinsdagmorgen met I~l, Y~3 enX~2, B~1. 

o Wat verstaat u onder de verwachte directe kosten en hoe hoog zijn die hier? 
Q Wat zijn respectievelijk de overgangskansen naar de volgende toestanden op 

woensdagmorgen: (I) [,~l, Y'~2 en (2) ['=0, Y'=-Q en (3) ['~O, Y'~ 2 
(b)Hoe definieert u de waarde functie Fo(I,Y) dit geval? 

Formuleer een recursie relatie voor deze waarde functie. Hoe vind u hiennee de 
optimale beslissingsstrategie? Gebruik hierbij in het algemene geval voor de directe 
kosten de notatie C(Y,X,B) en voor de transitie kansen de notatie 
Pn(l',Y' II,Y;X,B). Geef de volledige recursie relatie met de directe kosten kosten 
en overgangskansen in getallen waaraan F,(I,3) moet voldoen. 

(c) Bereken de eindwaarden F,(I,O) voor de recursie. Welke beslissing neemt u in de 
situatie dat op vrijdag ochtend de toestand I~O, Y~3 optreedt 

Anhlloorden: '\ 
a. /)' 
Q 1=0, I,\:!Jen	 Y =0,1,2,3 
Q C(3,2,I)~250+ 0.02*{0. 7*1000+0.3*2000}+0.I *(1-0.2) *0.3*1000+0.2*(1­

O. I) *0+(1-0.2)*(1-0. I) *0=300 
Q (I) 0.9*0.8*0.3+0.9*0.2*0.7~ 0.342 (2) 0, wan/per de! Y'=2 (3) 0.1 

b. 
Q	 F,,(I, Y)~ min {C(YX,B} +l:p,(I', Y' /I,Y,X,B). F,,(I', Y')} 

OSBSI,OSX53 l. t1'b' ~>jJl"'\ 
Q F,(I,3)=min{	 (B~O,x~~"-o",,.\ I 

0.1*1300+ 0.9*0.7*F,(3,0)+0.9*0.3* F,(2,0)+0.I* F,(I,O) 
(B=O,X=I)." 
0.1 *1300+200+ 0.9*0. 7*F,(3,1)+0.9*0.3* F,(2,1)+O.l* F,(1,I) 
(B~0,X~2): 

0.1 *1300+250+ 0.9*0. 7*F,(3,2)+0.9*0.3* F,(2,2)+O. 1* F,(I,2) 



(B=0,X=3):
 
0.1*1300+280+ 0.9*0.7*F,(3,3)+0.9*0.3* F,(2,3)+0.1* F,(1,3)
 
(B~l,X=O): 

0.1*0.8*0.3*1000+0.1*0.2*1300+ 0.9*0. 7*F,(3,0)+0.9*0.3* 
F,(2,0)+0.1* F,(l,O) 
(B~l,X~l): 

0.1*0.8*0.3*1000+0.1*0.2*1300+200+ 0.9*0. 7*F,(3, 1)+0. 9*0.3* 
F,(2,J) +0. 1*F,(J,J) 
(B=1,X~2): 

0.1*0.8*0.3*1000+0.1*0.2*1300+ 250+0.9*0. 7*F,(3,2)+0.9*0.3* 
F,(2,2)+0.1* F,(1,2) 
(B=1,X~3): 

0.1*0.8*0.3 *1000+0.1*0.2*1300+ 280+0.9*0. 7*F,(3,3)+0.9*0. 3* 
F,(2,3)+0.1* F,(1,3) 

} 
c. 

F,(O, 0) =1300 
F,(l, O)~O. 9*0.3 *1000+0.1*1300=400 
F,(2,0)~0.1*1300=130 

F,(3,0)=0.1*1300~130 

F,(4,0)~0.1*1300~130 

Beslissing:B=O en X=2, want na/ever kosten onafhankelijk van X en productie kosten 
van een run Ier lengte X+F,(X, 0) minimaal voor X=2. 

Opgave 2: 20 p. 

Een wasmiddeJenfabrikant maakt regelmatig gebruik van marketing-acties, in de vorm 
van reclame op televisie. De fabrikant weet uit ervaring dat reclamespots de omzet op 
korte termijn sterk kunnen beïnvloeden. Om precies te zijn: de omzet in week n+ 1 is 
afhankelijk van de omzet in week n, en eventuele reclamespots in week n+1 (zie tabel). 

omzet week n+ I 



wel reclame een reclame 
omzet week n hoo normaal I.. hoo normaal I" 

hOOI! 0.9 0.1 0 0,6 0,4 0 
normaal 0,8 0,2 0 0 0,8 0,2 

laag 0,6 0,4 0 0 0,3 0,7 

MatrIX met overgangskansen 

De fabrikant wil onderzoeken wanneer marketing-acties lonend zijn, en wanneer niet. 
De kosten van reclamespots bedragen 80.000 gulden per week. De verwachte 
opbrengsten bij een hoge, normale en lage omzet bedragen respectievelijk 160.000, 
80.000 en 20.000 gulden per week. Doelstelling is een maximale verwachte 
verdisconteerde winst over een oneindige tijdshorizon, bij een verdisconteringsfactor 
van 0,90 per week. 

(a)	 Er is hier sprake van een Markov beslissingsprobleem. Wat definieert 
u als toestandsruimte en beslissingsruimte? 

(b)	 Maak een tabel 3 bij 2 tabel van de verwachte directe winst r(i,d) over de 
komende week. 

(c) Formuleer de optimaliteitsvergelijkingen, waarbij u voor de overgangskansen de 
notatie PÛ; i,d) mag gebruiken. 

De fabrikant zendt al jarenlang een reclamespots uit op televisie alleen als de omzet in 
de vorige week laag was. 

(d)	 Geef de vergelijkingen waaraan de netto contante waarde van deze 
politiek in elke begin toestand moet voldoen. U mag aannemen dat de 
oplossing van deze vergelijkingen gegeven wordt door v(1)=840, 
v(2)=730, v(3)=760. Laat m.b.v. de policy-iteratie methode zien dat de 
door de fabrikant gehanteerde strategie niet optimaal is. 

(d) Geefeen LP-formulering waarmee de optimale strategie kan worden bepaald. 

Antwoorden: 

a. toestand: markt situatie vorige week, beslissing: wel reclame (d=l), geen reclame 
(d~O) 

b. 



Wel reclame	 Geen reclame 
Hoog (i-I) 152-80-72 128 
Normaal (i-2) 144-80-64 68 
LaaI!. (i-3) 128-80-48 38 

b.	 V(i}~max (r(i,d)+0.9*Ip(j; i, d) VOJ; 
d=O,1 

c.	 V(I)~128+0.54*V(I)+0.36*V(2) 

V(2)~68+0. 72* V(2) +0. 18*V(3) 
V(3)~48+0.54*V(l)+0.36*V(2) 

i.e 

V(2) ~68/0.28+0.18/0.28* V(3)~243+0. 64*V(3),
 
V(I)= 128/0.46+0. 36/0.46*V(2) ~270+0. 78*V(2)~270+ 190+0. 0.64*0. 78*V(3) =
 
460+0.5*V(3)
 
V(I)=V(3)+80 en dus V(3)=380/0.5~760
 

V(l)~840 

V(2)~730 

Policy ileralion: voor i~2: wel reclame: 64+0. 72*840+0.18*730~800 is dus 
beter want >730 

d. 

minx+y+z 
ovw:	 xl!72 +0.81*x+0.09*y 

x828+0.54*x+0.36*y 
yl!64+0.72*x+0.18*y 
yl!68+0.72*y+o.18*z 
zl!48+0.54*x+0.36*y 
zl!38+0.27*y+0.49*z 

optimale politiek: waar gelijkheden in de rvw worden aangenomen. 



Opgave 3 : 30 p. 

Een chique tearoom is gevestigd als annex bij een luxe bakkerij in het oude 
centrum van de stad. Er zijn 2 tafeltjes, die elk geschikt zijn voor maximaal 
2 personen. De tearoom kent 2 typen bezetting van een tafeltje: met een 
"single" ( I klant) ofmet een "coupIe" (2 bij elkaar horende klanten). Er 
arriveren volgens een Poisson proces gemiddeld 3 "singles" per uur. Evenzo 
arriveren er volgens een Poisson proces gemiddeld 3 "couples" ( dus 2 
klanten die bij elkaar horen tegelijkertijd) per uur. Dit zijn potentiële 
aankomsten in de zin dat de klanten doorlopen als beide tafeltjes bezet zijn. 
Een "single" heeft een exponentieel verdeelde verblijfsduur met een 
gemiddelde van 15 minuten. Een "coupie" heeft een exponentieel verdeelde 
verblijfsduur met een gemiddelde van 20 minuten ( gemiddeld langer dan 
"singles" omdat ze converseren). De gemiddelde besteding van een "single" 
is 8 euro, de gemiddelde besteding van een "coupie" is 12 euro. 
(a) Benoem de 6 verschillende toestanden waarin deze tearoom zich kan 

bevinden. Teken het bijbehorende toestandsdiagram. 
(b)Leidt de vergelijkingen voor de evenwichtskansen af en los deze op. 
(c) Wat is het gemiddeld aantal bezette tafeltjes? Wat is het gemiddeld aantal 

klanten in de tearoom? 
(d) Welk percentage van de potentiële klanten loopt door omdat bij aankomst 

de beide tafeltjes bezet zijn? 
(e) Wat is de gemiddelde omzet per uur van deze tearoom? 
(f) Wat is het aantal klanten dat de tearoom per uur gemiddeld bedient? Wat 

is de gemiddelde verblijftijd van een klant? 
(g)Als op een gegeven moment beide tafeltjes bezet zijn met "couples" wat 

is dan de kans dat er in de komende I0 minuten geen tafeltje vrijkomt? 
Hoe lang duurt het naar verwachting vanaf dat moment tot er een tafeltje 
vrijkomt? 

Antwoorden: 
a.	 (0), (s), (e), (ss), (sc), (cc) 
b.	 6Po~4P,+3P, 7P,~3P"+8P,, 6P,~4P"+6P,, 

8P,,=3P,+3P, 7P,,=3P,+3P, 6P,,= 3P,+3P, 
som van de kansen = 1 

met enig reken werk P" ~(8/7)P" en Poe ~(8/6) P" .. P,=(80/49) P" 
en P,=(88142) P" en Po=((320/49+88/14)/6) P" dus 



P"	 = l/{I+8/7+8/6+80/49+88/42+320/294+88/84} 
c.	 (I) 1. (P,+PJ+2.(P,,+P,,+P,J 

(IJ) I.P,+2.P,+2.P"+3.P"+4.P" 

d.	 (P,,+P,,+P,J.JOO% 
e. (1- (p,,+P,,+P,J). (3.8+3. 12) euro 
f effectieve aankomst van klanten= (1- (P,,+P,,+P,J).(3+3.2) 

gem. verblijftijd~ 

(1.P,+2.P,+2.P,,+3.P,,+4.P,J/{ (1- (P,,+P,,+P,J). (3+3.2)}
 
vanwege Liltle 's wet
 

g.	 exponentiële verdeling met gemiddelde 10 minuten, dus kans op geen 
vertrek binnen 10 minuten: I-l/e ; gemiddelde tijd JO minuten 

Opgave 4: 20 p 

Een speelhal kent 3 gecomputeriseerde spelletjes machines waaraan een 
persoon tegelijk kan spelen. Per uur arriveren van buiten volgens een 
Poisson proces gemiddeld 24 personen in de speelhal. Elke aankomende 
klant selecteert met kans lI3 een van de machines om te beginnen en speelt 
daar zijn eerste spel. Daarna is het gedrag van een willekeurige klant als 
volgt: bij afloop van een spel op een bepaalde machine selecteert hij met 
kans 2/3 een van de andere 2 machines, met evenveel kans voor elk van de 
machines ( 1/3 dus), en met kans 113 verlaat hij de speelhal. De spelduur op 
elk van de machines is exponentieel verdeeld met een gemiddelde duur van 
90 seconden. 

(a) Teken een netwerk diagram voor de stromen in deze situatie en los de 
bijbehorende stroom vergelijkingen op. 

(b)Wat is de bezettingsgraad van elk van de machines? 
(c) Wat is de kans dat niemand in de wachtrij staat bij welke machine dan 

ook? 
(d) Wat is de gemiddelde verblijftijd van een bezoeker van de speelhal? 
(e) Hoeveel spelletjes doet een klant gemiddeld voordat hij de speelhal weer 

verlaat? 

Antwoorden: 

a. stroom vergelijkingen: 



À,2~8+(À,J+ À,,)13
 
À,3~8+(À,2+ À,iJ13
 

dus À,J~À,2~À,3~24
 

b.	 p~24140~0.6 

c.	 elke machine MlMI1 dus kans op geen wachtrij = 1-p+(l-p)p= 0.64voor 
elk van de machines, kans op geen wachtenden in het systeem als geheel 
=(0.64l 

d.	 gemiddeld aantal personen in de speelhal ~ 3. 0.61(1-0.6)~4.5 ; dus 
volgens Liltle's wet is de gemiddelde verblijftijd: 4.5124 uur = 7.5 minuut 

e.	 gemiddelde verblijftijdper machine ~ 1.5/24 uur, dus gemiddeld 3 
spelletjes. 
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Kenmerk: TWOljT-DW&MPj32jdh 

Tentamen Operationele. Research II (158006) \-p 
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1.	 Aru'l.Ild speelt tcgell Kramnik twee schaakpartijen, Een gewonnen partij levert 1 punt 
op, een remise i pllllt. Nadat de twee partijen zijn gespeeld is degene met de meeste 
pWltcn uitcruard de winnaar. Eindigen beide spfllers gelijk I dan wordt net zo lang 
doorgespeeld totdat ééu van de twee spelers hp,.eft gewonneIl. 
Illiedçre partij kn.n Anand kie'len uit twee spcclwi}l..cn: agressief of behoudend_ Speelt 
lllj agressief dan ""llt hij de partij met kan., 0.45 en verliest met kans 0.55. Speelt hij 
behoudend dan maakt hij remise met bns '0.9 cn verliest met ka.ns 0.1. (Er wordt 
geen onderscheid gemaaJ..-t tussen het spelen met de witte of zwarte stukken). 
Anand's doel is het maximaliseren VHl1. de kans dat. hij de winnaar wordt. [De uit ­
komsteD van de opvolgende part.ijcn zijn onderling ona.fuankelijk, zodat kanlien ~r­
menigvuldigd mogen wordenJ. 

(a)	 Hoe groot is·de maximale kans voor Anand om Le winnen, indien beide spelers 
na de twee partijtjes evenveel punt$!D ncbb(ill en welke speelwijze moet Anand 
hiervoor kiezen. 

(b)	 Bepaal Anand's optimale spcelstratc!,rie m.b,v. dynamische programmering 
IAanwijzing: Kies als toestanden de uitkomsten van de Teed~ gespeelde par­
Lij(en), (illdien ""n toepas.ing). Bodenk dat de optimale waardefunetie de 
Dl8ximaJe kans voor Anand is om winnaar te worden gegeven de fa.o:;e en de 
toestand.] 

(a) Hoe	 grool is d(~ um.ximalc kans e.n v,,1\l is de optimale !>pcclwijze in de eerste 
partij. 

2.	 Iedere zaterdagavond !'ipeclt een man poker, zeer tot ongenoegen van 2.ijn vrouw. Als 
hij haar voorafgaand aan het pok€'Icn uit eten neemt (km,.-ten fLS6 t-) zal zij met· kans i 
volgende week zaterdag in een gocd.hll.lIicur zijn en met kans ~ iu cc.n slecht humeur, 
ongeacht bet humeur dat ze deze i'"..a.lerdag. heeft; neemt hij haar.vooruf echter niet 
'uit eten, dan 7..ijn deze kansen) rcspecLievelijk: ~ en ~. Is zij in ccn sk'Cht humeur en 
gaat hij niet met haar uit eten, dan gaat. ze naar een hoot,iek en konpl voor fl.200,­
nieuwe kleren. i 

,I
(al Gc.'el de oplimaliteitsvergelijking(en) in het geval de man de verwachte vcrdis­ i 

conteerde kosten over een oneindig<,l horizon wil minimaliseren (djSCOI1tcrl!J~.',,",·':j 
factor a). Geef de definitie van de optimale waardefunctie, de b;lisrllÎmte eD.'::::.:': 
"de ooestándsruimte.· ,:lii{:'

/i!l 
1	 

.~. 



--

.) '>
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(b) Bepaal de,...optimale po~.!n de optirn;;\le waardefunctie m.b.v. politiek­
iteratie voor Ct - t7 . "_.._-. 
--.~-, ­

(c)	 Geef een L.P.-modcl voor dit probleem en lOl> dit grnfisch op. Coo!.roleer hiermee 
het 8JltWoöi-d in (bl· 

3.	 Bij eeuf'11dltsysteeÏffi.arriveren groepjes k18.Dten volgens een Poissonproccs mel in­
tensiteit ,,\ ~ 3 groepjes/uur. De groepsgrootte is ~t.ochastisch~ met kaus p = ~ bevat 
een ;'groepje" slechts één klant meL en met kall.'i 1 - P = ~ best.aat een groepje \1\t 2. 
klanten. 

Het war.hb;ys~ecru he:tit twee identieke pnralldlc servers {lokeLt.eu) en êén wachtplu.u.t....q
 
(er kunnen dus ln(oomaa1 drie klanten in het sj/teem zijn). Een arriverend grnepj~
 

van Lwee klanten wordt a.Jl~n L()t, het systeem tOl:gdatclJ mits ~f plaats is voor beidt>.
 
klanten, anders vertrekken beide. k..Lantcn onmh.ltlelijk en kC)lllCn uooit meer t.erug.
 
Uiteraard za.} een individueel urdverende k\unL {= groepjf'. ter v,rool.l..e I} wt'.lke het
 
systeem vol aantreft ook verloren gaan.
 
l(lanten worden illdividueel bedient!. De bedienin~llUr js negatief Itxpl..lllcut.îeeJ
 

\·p,rdf'.eld nu~t vcrwuclu.ingsw8al'de IJ·- 1 = 4UUf.
 

(a)	 HL)~vecl klanten arriveren gamiddeld per uur bij het systeem'! 

(h)	 Geef hcl.9vergongsiot~n,jteitctJdi3glalll,(behorend bij het tot.oal aantal klanten 
in hel systeem). 

(I.;.)	 Geer de ell§llwchtsvergelijkiugc.u, voor :.1;J:l.timul.Îrc ktl.n~·ver,ll:üng Pn, n = 0, 1, '2, 3, 
van heL aantal klanten in bet. s)'steelJ,l en los J"..c op. 

De antwoorden op de \'Dlgende vra.gen hoeven niet tr: worden \lltge:nlkcnd, mBar 
kUJlllen ungcdmkt. w(lnlcn in À,J.I,p en cic PT' 's. 

{cl}	 "hw groot is het ~!niddd.d.uantal k.laJl!..cU dut per uur wordt bediend. 

(13)	 Ged ccn uitdrukking voor de gemiddelde wachttijd. 

(f)	 Wat is de verdeling V<UI de lengte van ecu periode Wllucin het ~ysl(:cUl leeg: is. 
Verklaar uw antwoc:m1. 

(g)	 MCL welke illtensitr:it (kla.ntcll/mlr) konlell klanten het sysr.r.cru biIUltl1 welke in 
groepjes van 2 arriveren. 
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Tentamen OlU.
 

• 
OpmerkiDgeD voonf: 
1. Gelieve bet....tentamenbriefje in te vull~ "inclusiefstude:ntnummer en vakcode. . 
2. Het gebruik van boeken, syllabi ofaantekeningen is niet toegestaan bij dit tentamen. 
3.	 Na afloop is het tentamen in te zien op het secretariaat van OMST (BB-316) tussen 9.00 en." 11.00 1DIf 's 

. morgens (voor zover de sec~taresse aanwezig is) 

, 

• Opgave 1:
 
Een onderneming heeft een financial controller, die met slim kasbeb= de onderoemingswU>st wil opkriklren.


! Als instroment hantcerthij be\egging<:n in 2-1:OlUIJId deposito's van \ miljoen golden per stuk. Bij afilluiling worot.
 
_ J de depositorente in zijn geheel vooruit betaald. Er zijn geen afsluitkoste:n, de rente is 3 % op jaarbasis. 

•

') Inzet van dit instrument wordt slechts overwogen als cr aan bet begin van een maand meer dan 1 miljoen gulden
 

in kas is en dan alleen voor hel bedrag van boven de I miljoen golden. In gcvaI van een gedurende een IDllaOd
 
optrc<h:nd _ wordt een \- IDllaOdlcning afgesloten tegen 12 % op jlWbasis, zonder afilluilkoslen- De
 

, vnag is nu op ...1k tijdstip hij hoeveel zal belcgg= in deposito's. De volgende mfonnatie omtrent kasStromen is
 
hcI=d-' . 
Per 1 juli is dehs 2 Ïniljoeligwdcn en op die datmn zijn ertwce deposito's van 1 miljoen gulden die DOg een 

niaand lopen. (j) ~ <.;;l 6> Ro. 1(;1
Door afloop van proj~jnde volgcm1c inko~llmd in Mfi:.iA I;!J \!l' 

•
;. 

.	 ­
.~	 C/: 

Echter er is een dubieuze debiteuren probleem. Elk van de genoemde bedragen is met kans 10 % niet inbaar. Zelf 
betaalt men personeel en: leveranciers perfect op tijd uit aan het eind van de maand cn wel: _ 

- - - - - -"	 >.•î.
) a)	 ~ ~a dat het verwachte netto ondememingsresultaat over de bes{!htmwde periode, exclusief repte, gelijk is 

aan 1.6 miljoen gulden, onafhan~elijk van de beleggingspolitie~~:. kc............. ':. ~ .... ~.'j - Z. c.~'.t:-:f~.....a......:.. ~'•
~. 

b)	 Definieer een toestandsvector (x, y), die de financiële situatie aan het begin van een maand karakteriseert. 
Welke; fasen onderscheidt u in dit beslissingsproces? .~~~~-•

" 

'- ~~...;;-~.;. 

c)	 Wat is de beslissingsvariabele d? Wat Îs bij gegeven toestand de beslisruimte? 

cl)	 Geef een formule voor de verwachte directe renteopbrengsten R(x, y, d, i, u) in een bepaalde maand. Wal 
is R voor de maand juli aisd,:: I? 

el	 Bepaal de overgangskansen Pn(x', y'[ x, y, dJ. 

'f)	 Definieer een waardefunctie fn(x, y) op grond waarvan stochastische OP mogelijk is. 

g)	 Formuleer een recuÏsie relatie voor fn(x, y). Welke eindw~den f7(x, y) zijn van toepassing? 

hl Beschrijf de structuur van de optimale beslissingen d.6(x, y) en bepaal d6(3, 2) en d6(2, 3).
 
,i
 

·.i.	 Jli-Î -,- ~---
~.,	 I~ 
b 
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Opgave 2:
 
Een free-lance consultant heeft te maken met ecn stochastisch werkaanbod. Hieronder slaat in een tabel
 
weergegeven met welkt: kans hij :gut bet begin van een week een vraag heeft om een job te doen van een lengte
 
en mêt een opbrengst als '!tergëgevcn.
 

• 

2 wk. 8 kil.	 0.3 

~~~ 
Het gaat dus om drie onafhankelijke aankornstprocessen met een aankomstkans zoals gegeven. Als ceJjob niet 
wordt geaccepteerd gaat hij naar de concurTenti17_ De consultant kan maar éénjob tegelijk uitvocrm..~J 

-ef ma; jobs YBO QelaJJdc t!lV op bci7eJfde momept wrnrlen aangeboden w:&Ri IF lil.... d~ -. va. 
~<ïiëlp~~oopwn ao]06DëEïälïl1'"ocIro.,,;i;~wm&.iDiêteen 

discountfactor p = 0.95 per week. naar een huidige coosblntc waarde vem:kend.
 
Beschouw bet job acceptatieprobleem van deze consultant vanuit een Markov beslîssingsmodeUen pcn;pcctief.
 

a)	 Als de consLl.ltaDt vrij is kunt u de toestand karaktcriscn:n met (x I. x2. x3). waarbij xi = 0 of 1. afhankelijk 
van de beschikbaarheid van een job van type i. Zijn er nog andere toestanden? 

b)	 Wat is de beslissingsruimte D(xh X2. X3) in de toestmd (Xh x2. X3)7 
B~ccr, dat afhankelijk van de beslissing d er een transitie plaatsvindt naar een toestand (ZI. Z2, ZJ) 
di. t(d) weken later op1l=l1. De overgangskans p('\. '2. Z3) Iwlgt niet afv.. (Xl. X2. X3) co d, co t(d) is 
J af2. 

Beschrijft(d).n P(Zh z2. z3) nader. 

4f Geef een tabel van P(Zl. 22. 23) en check dat deze kànsen tot 1 optellen. 
,
!ti. ;Jf 0/ Definieer een optimale waardefunctie V(x I. x2. X3) en beredeneer dat deze moet voldoen aan de Bellrnan . 
. vergelijking: . _. . : 

V(x I, x2. x3) = max. pt(d){C(d) + V)
 

deD(x(. x2, x3)
 

met C(d) een aan de beslissing d gerelateerde directe opbrengst 

en V = E P(ZI, Z:2, z3) V(zl. 22. Z3). ,i 
('\. '2, '3) ! 

Beschrijf C(d) nader. 

Geef aan waaraan de waardefunctie in de andere toestanden moet voldoen. 

d)	 Voer écn slag value-iteration uit op de Bellman vergelijking startend met Va = 400. (J.~) 

d)	 Beredeneer welke beslissing bij een optimale politiek wordt genomen in de toestand (I, 0, 0)..'
,

,. c) Fonnuleer een LP probleem, waaraan Ven V(xi. :11:2. xJ) moeL.en voldoen. Neem als doelstelHngsfuncti~: 
het minimaliseren van V. 

... 
'~~ 

.",. 
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tJc~" 
.~~-Opgave 3: 

Een continu bedrijf prodUéeert goedCI'Cl op een 3-ta\ identieke machines. Per machine is de produktie 1000 stuks 
per dag. ~Ure machine is aan storin,..gen onderhevig. Het verhelpen van een storing gebeurt door één monteur. De 
daannee gemoeide reparatie tijdkCnt een exponentiële verdeling met een gemiddelde van 1 dag. Na het 
verhelpen van een storing iS een machine weer als nîeu~. .. 
De tijd tot het optreden van een storing vanafhet in gebruik nemen van een gerepareerde machine heeft: een 
eipanentiële..kansverdeling met een gemiddelde van 4 dagen. Voor het onderhoud zijn 2 gelijkwaardige 
monteurs besèhikbaar. 

a)	 Deflnieer de 4 toestanden waarin dit systcc:m zich kan bevinden. 

bl	 Teken eenlfoestandsdia~aarinde1i"vergangsintensiteiten]ussen de veTSchillende toestandJ'zijn . 
aangegeven. 

c)	 Bereken dc[fiácticsfan de tijd waarmee het ~ zich in eliç: van de toest.a:oden bevindt. 

d)	 Wat is m[bezettingsgraadFm de onderhoudsafdeling? 

e)	 Wat is het,'icrwlicbte aantäl machines in sto~ Wa!. is de$emiddelde da~duktier 

f)	 Wat is ~ Optreden van\Storingen in het syste@a.lsgeheel? 

g)	 FoI"DllllèerrQttJ.c's Wëjvoor storingen in het systeem als geheel. Wat is de verwachte doorlooptijd voor het 
afhandelen van een storing? 

h)	 Welk percentage wachttijd beuat daze: doorlooptijd?-

3 
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1 . Faculteit der Toegepaste Wiskunde
 

Kenme,k:· TW99/T--0R/21/dh
 
Datum: GHl:~999···~'111 ~ 

u......lil	 Tentamen Operations Research II (158006). Cl. 
lr-o::-y-~---:""--p-M-+=:-·.lN""""""C:,tau~Ns~;12~~~U;- ~ ~ol! ij)·lil,
 

lil
 1.	 Je doet mee ~ een spelletje op televisie, en belandt in de finale met een bedrag WIl 3750 ~ 
gulden. In deze finale kun je d.m.v. een gokspelletje je bedrag nog: enigszins ophogen; Dit ...I	 . I 
spelletje bestaat uit m.axima.a.l drie beurten. Bij iedere beurt mag je besluiten. te stoppen, om 
daarmee bet bedrag in kas te ipcasseren. ZoDiet, dan. moet je met een speciale dobbelsteenlil I	 gooien om te bepalen oj.et b.oeveef je bedmg ~ Worden opgehóogd. Je Ipo~t ~bij,echter het 
risico op BLUT te 'be!aiiden. waardoor je al je'geld kwijtraakt (~ nOg wcl mag doorspelen). 
Je vraagt je af wat; te doen teneipdeje ~eindbedragte maximaliseren. De dobbelsteen.. ) 
ziet er (sc:bezna.J:i.scll) als volgt uit: .I . I 

I" J	 . I,ui;: Jft: ~Jft' ~J ft. ~~' IB~.~I 
• ··T·~~' ','.	 . 

Je	 ku,ut dit pJ'Ob1eem oplossPn m.b.v. een stochastisch DP·formulering. Definieer hiertoelil [ fn(x) als je maximaJe verwachte eindbecirai: indien je x gulden in kas bebt na de nC beurt. 

a.	 Benoem de fasen, toestanden eI\ beslissi.n,gen in bovenstaande formulering. Geef bovèndien.. I de toestandsroimte in ellie fase.. .'., 

I ;. Be&gUlIlen_ dat f,(:J:) = :J: vnn, alle :J:. 

Z c. Laat nu zien dat h(x) = x voor x ? 4500 en f2(x) = 0.9 ' x + 450 voor x ::::: 4500. lil 
. '- d. Geef de recurrente betrekkingen voor toCr) en !I (x). 

e.	 Bepaal m.b.v. achterwaartse recursie je optimale strategie, en geef deze in woorden weer. II r 4 Hoeveel bedraagt je verwachte eindbedrag? 

..R.. """[l~~~~~~~~~~rerncre-~2. Bij de produktie van vliegtuigen worden onderdelen ge n In een ~pecl a.a.rvoor es em eJ' 
bakoven. De produktie in deze bakovens vindt plaat.s door middel van zogeheten produktie­

• nm:s, welke een volle dag duren. Vindt op een dag een produktie plaats dan worden alle 
"'I 1 aanwezige onderdelen, met een maximum van drie, in de oven gebakken om vervolgens t.e 

wocdt;!rl getransporteerd naar een volgende afdeling. Liggen aan het begin van een dag drie' of meer onderdelen te wachten dan wordt altijd een produktie-run gestart. Liggen er éên of
 

11 twee onderdelen te wa.cbten dan heeft men de keuze ·om die dag al of niet te produceren.
 
-,] Het aankomstproces van onderdelen is stochastisch; iedere dag komt één onderdeel /Ul.n, met
· kc"ns p = î I of geen onderdeel met kans ~. Een onderdeel arriveert steeds voor de start van
IJ t:en produktie-run_ Aan het begin van dag t, na een eventuele û.ankom::>t van eerl onderdet~l,
 

] 7.ijn niet meer dan 3 onderdelen aanwezig. De kosten van een produktie-run bedragen lOOD 
• ~ulden. De kosten van onderhanden wer-k wordt geschat op 100 gulden per dag per I}nderded 
.,] a.anwezig aan het begi~ van de dag, inclusief een eventueel gettrriveerd onderdeeL 

Gezocht wordt .-een: c!p~inia.le produktiepolitiek, welke de verwachte verdi~conteer<h~ k()~tr~lllil I "vee een. on.eindige hanzon minimal..""". De discon'e<ing>['cto, bed,aag' .j pee dag. 

, l	
z.o.z. 

I ~,
 



-.
 

I a.	 Vedelaar waarom aan net begin van de dag nooit meer dan drie onderdelen voor de oven 
liggen te' Wachten: ,

•1... b.	 Bepaal. de toestanden, de beslissingen in deze toesta.o.den, de directe Iros"ten als fun'e­
tie van toest&nd en gekozen beslissing, en de overgangskansea beborend bij dit Markov­
beslissingsprobleem. 

! c. Fonnuleer de optimaliteitsvergelijking voor dit probleem in algemene zin, d.us alleen sym­
bolisch. : ­

'I d.. Onderzoek m.b.v. strategie-iteratie ("polk:y-iteratioll") of de politiek welke pas een prod~ 
run start als er drie onderdelen liggen te wachten optimaal is. 

___..:'~e. Formuleer een L.P.-probleem waarmee deoptima1e sta.tionaire politiek bepaald Jam worden.. 

-
#i5~ eeb eindig wach~ met drie W&Chtpl..satseo. en één loket. ~nten arriveren 
yolgens een POlssouproces me.t intensiteit A. De bedienjngsduren zijn aponent;ieel verdeeld 
met gemiddelde !Jo-I, Indien het systeem vol. is op momeIlt dat iemand arriveert gaat deze weg 

en komt nooit meet terug. ~lang een klant ~ geeft déze in ieder tijdsintf!tval (t, t +h), k 
k1~ een geboorte met in6nitesimale kans vn.. 'Nieuw pboren klanten &eQerercn op det:elfde 
wijze geboorten. Is de wachtruimte vol dan zijn geen geboorten meer mogelijk. 

A.	 La.a.t"{Xt,t >~ O} het totaal. a.antal kla.nten zijn op tijdstip t e.n Pj (j ~ 0,1.2,3,4) de 
sta.tionaire bns op i klanten in het syteem. 

a.) Geef het traDSitiediagrnm van bet .proces X t en de evenwichl:svergelijkingen. 

bJ Bepaal de 5~ionaire verdeling {Pj. 0 $ j S 4.}. 

B.	 De antwoorden op de volsellde vragen m.ogen gegeveu worden in temien van. À,/-L,v en 
P/s. 

I c) Geef een uitdrukking voor het gemiddeld aantal wachtenden en 'het gemiddeld aantal in 
het systeem. 

I d) Hoeveel arriverende klanten gaan p.el" tijdseenheid het systeem binnen? 

I p.) Hoevt::el klanten wOl"den per tijdseenheid geboren? 

I"f) Hoeveel klanten worden per t,ijdseenh.eid bedient!? 

(~) Hoe groot is de be2etÜngsgraad van het loket? We~k deel hiervan is afkomstig van klantE:!n 
t{ie binnen het systeem zijn geboren? 

I hl Welke relatie bestaat er tussen de antwoorden van d), e) en r)? Verklaar uwa.ntwoord. 

ij Bepaal de gemiddelde wachttijd V:ul een wÜlekeurige klant in he~ systeem.
I 

(-I-- i) Normerln~; Alle opgaven even zwaar. ,	 . 
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Faculteit der Toel;.epaste Wiskunde -
Kenmerk; TW98jT-A&DWjlOjdh (J
 
Datum; 15 maart 1999 ~<.d .
 

Uniy~tT~e

Tentamen Operations Research II (158906)	 . 
IlLrijd.g,19·maar!;,1999::9:00 -- [2.00cuU:i~"· 

~~_.-.-

Iemand bezit aandelen van een beursgenoteerd bedrijf. De huidige prijs van, bet .aandeel
 
bedraagt EU 100,-. Gemakshalve g-aan we er vanuit dat bij iedere dag één prijs hoort. De
 
aandelen moeten uiterlijk binnen -4 da,gen :worden verkocht. Er moet dus beslist worden of de
 
aandelen nu 'Worden verkDcht of dat er 1,2 of 3 dagen moet worden gewacht met verkopen.
 
De effectenmarkt fluctueert sterk: \"an dag op dag kan de priJs EU 20 stijgen of EU 20 dalen.
 
De kansen op deze veranderingen worden als volgt ingeschat (de huidige dag is da.g-l)
 

:. 
dog stijging daling 
2 p 1 P 

13 ~ 2 

4 ~ .-1

Op dag 2 is de prijs dus EU 120 met kans 11, enz. Gezocht wordt de optimale beslissing op
 
de eerste dag als functie van op (0 < P < 1J1 welke de verwachte verkoopprijs maxim.a.liseert.
 

a.	 Formuleer het probleem als een D.P.~probleem. Definieer hierbij:
 

L de fasen, t\
 

2.	 de toestanden S 

3.	 de beslissingen 11 
4.	 de op.timale waardefunctie. ç,.l 

b.	 Geef de D.P. recursie voor de optimale waardefunctie. 

c.	 Bepaal de optimale beslissing op dag 1 als functie van p. Hoe groot is de maximale
 
verwachte verkoopprijs voor p = 4.
 

2.	 Bij produktie van .vliegtuigen wqrden onderdelen gebakken in een speciaal daarvoor bestemde 
bakoven. De produktie in de~ bakovens vindt plaats door middel van zogeheten pl"Oduktie­
runs, welke een volle dag duren. Vindt op een dag een produktie-run plaat5 dan worden alle 
aanwezige onderdelen, met een maximum van drie, in de oven gebakken om vervolgens te 
worden getransporteerd naar een volgende afdeling. LiWn aan het begin van een 9Ag drie 
of meer onderdelen te wachten dan wordt altijd een produktie-run gestart. Liggen er één of 
t;~..Qnderdelente wacht.en dan heeft men de keuze om die dag afof niet te produceren. 
Het aankomstproces van onderdelen is stochastisch: iedere dag komt één onderdeel aan, met 
kans p ='~, of geen onderdeel met kans ~. 

Een onderdeel arriveert steeds voor de start van een produktie-run. 
Aan b,et begin van dAg 1, na eec eventuele aankomst van een onderdeel, zijn niet meer dan 
3 onderdelen aanwezig. De kosten van een produktle-run bedragen 1000 gulden. De kosten 
VRn onderhanden werk worden geschat op 100 gulden per dag per onderdeel aanwe'Ûg aan het 
begil:'. van de dag, inclusief een eventueel gearriveerd onderdeel. 

Gezocht wordt een optimale produktie politiek, welke de verwachte verdisconteerde kosten
 
twp.r I'!.en oneindige horizon minimaliseert. De di5conterin~fa.ctor bedraagt ~ per dag.
 

Z.O.Z. 

.'-.,:"1



I	 -. 
a. Verklaar waarom aan het begin van een dag nooit meer dan drie onderdelen voor de oven 

I liggen te wachten. 

I 
b. Bepaal de toestanden, de beslissingen in deze toestanden. de pj.recte kosten als func­

tie van toestand en gekoozen beslissing, en de overgangskaruien behorend bij dit Markov.l..	 .. 
beslissingsprobleem.	 . 

t.:.	 formuleer de opt.imaliteitsvergelijking- in algemene zin. dus alleen sJ'TIibolisch. 

I (I. Onderzoek m.b.v. strategie-iteratie (~olicy-iteration") of de politiek welke pas een pro­
duktie-run start als er drie onderdelen li~"'en te wachten optimaal is. 

e.	 Formuleer een L.P.-probleem waarmee de optimale stationaire politiek bepaald kan worden. 

, ~ 
3.	 Beschouw het volgende i-loketten wachtsysteem met eindJge wachtruimte. Er komen 2 soorten 

klanten a.a.n volgens twee ona.fb.ankelijke Poissonproce.ssen met intensiteiten ).,1 en Àz. De 
bedien.ingsduur. van type i klanten is exponentieel verdeeld met gemiddelde pil. (Alle be­
dieningsduren zijn onderling onafhankelijk en onafhankelijk van de aankomstprocessen.) De 

l . wachtruilnte kan slechts 2 klanten bevatten. Als het systeem vol is op moment van aankomst 
van een klant gaa~ deze klant verloren (= komt niet meer terug). 

} ) 

l 
KI~ten van type 1 hebben een "break-in" prioriteit op type 2. Dit wil zeggen da.t indien op 
moment da.t een type 1 klant het systeem binnen komt en er een type 2 klant in bediening 
is, de lopende bediening wordt onderbroken en de type 1 klant in bediening wordt genomen. 
De bediening van de type 2 kl:a.nt. wordt, op !Doment dat er geen type 1 klanten meer zijn, in 
zijn geheel op nieuw gestart; de nieuwe bedieningsduur is onafhankelijk van het verleden.l Per type is de ~edieningsvolgorde: "first come - fust served" . 

De toestand' op tijdstip t wordt beschre~n door het proces {(Xe, Yi.), t > Ol, waarin Xe en 

~ Yi" respectievelijk, de aantallen klanten zijn van type 1 en type 2. 

a.	 Geef het transitied.iagram van genoemd proces., 

• b. .GeeLde (globale) evenwichtsvergelijkingen voor de kansen Pij = lim P(Xt = i, Ye = j),.-=
0:$i+j~3. 

•
c. Beredeneer waarom het proces {Xe, t > O} de aantallen klanten in een MIM]113 systeem 

beschrijft (3 = maximum aantal klanten in het systeem). 

I 
.. De volgende vragen (m.b.t. de stationaire toestand) mogen worden beantwoord in tennen 

J) van Ài..tJ.i (i = 1,2) en de Pi/s. 

•
d.. Geef uitdrukkingen voor de gemiddelde a8.ntallen klanten van tYPe 1 en type 2. 

e.	 Hoeveel Jda.nten van type 1 en 2 worden per tijdseenheid bediend? , j. Bereken de gemiddelde doorloopt:ijd per type klant. 

g.	 Wat is de gemiddelde doorloop~ijd van een willekeurige klant. 

Î
h. Hoe groot is de bezettingsgraad van het loket. Welk deel van. de bezettingsgraad is van' 

t.ype 1? 

" Normering: Alle opgaven even zwaar. 

Totaal: 27 + 3 = 30 punten. 
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I; Opgave 1 : Jonk of Seedorf? 

Guus Hiddink staat aan de vooravond van de achtste finale tegen Joegoslavië tijdens 
het WK vo~tbal in. Frankrijk. Hij vraJ3.gt 2:ich af of hij in de resterende wedstrijden 
(maximaal vier) Wim Jonk danwel Clare.nee Seedorl' moel: opstellen. D~ verwach.tè 
tegenstanders ~ de eventueel te gpelen kwa.rtfinale, halve finale en ûnal~ zijn te8p. 
Argentinië, Brazilië en Frankrijk.. Hoewel 'Guus Hiddink een lichte voorkeur heeft 
voor Jonk, heeft hij zich voorgenomen dat beide spelers in het hele toernooi - voor 
zover mogelijk - even vaak in de basia moeten zijn begoDllen op het moment dat 
Nederland wordt uitgeschakeld. (Na even. aantal spelen hebben ze dus 'BVenveel ~ 

de basis gestaan, na een oneven aantal kan een van beide hooguit één wedatxijd 
meer hebben gespeeld.) In d. Voorg1UlIlde drie poulewedstri;iden heet!; WuD. Jonk 
twee maal en C1arence Seedorfeenmaal .deel oitgemsakt van de baIJisopsteUing. 

Guus Hiddi.nk. is nogal op de penning. en streeft; ernaar de verwachte winstpramie 
die hij uiteindeUJ"k 'Van de .KNVB zal ontvangen te maximaliseren. De vraag is dus 
welke speler hij in wen.:.. W1>dstrijd moot opstellen, teueinde aan de>:e doelstelling én 
de door hem geste1f1a voorwaarden te voldoen. De kansen op me:twi.tningen tegen 
elk ..... de _ ~ in de opeomvol8ends aJIeo.d..w.te wedstrijden 
hangen afvaD. de speler die hij. opstelt. Na goed overleg met o.a.. Johan NeenkenA, 
Ronald KoeDuu1 en Frank RQlraard, heet!; hij'de>:e konoen aIa volgt iDpochat: 

" 
_chtete finale 
kwartfinale 

lavie 
tini~ 

25.000 
00.000 

" 

r-,,-,h~.~lv~e~fi,,,n~.I,,,e--+_.,;B::""~"~"~;ë;--+_~~~"';'F--:~;-_hlOO.OOO 
finale 'ik 0.70 'I 0.60 .000 

Tabel met geschatte winstka.nBen en wiDstpl*'IU;'" 

"\ , I 

Mocht Nederland wen-!dJr_mpioen Worden, dan ontvangt Gm!JI Hiddjnlt lJ1B8r liemt 
25.000+50.000+100.000'i-2SD.OOG--425.000 galden. DefiDieer nu f(k) als de maximale 
verwachte premie vanaf wedatxijd n ;,ulieti W= Jonk in .h. vooral'gaande n-l 
we<htrijden k maal in de b8si.s. iS begonnen. 

a) 
. 

~f in wOOrden de fasen, toestanden en bestirwingen behonnde bilf dit 
stochastische dywumach prngrammeriDgaprobleem. 

bl 
, 

Bep_eI achtereenvo!gensde 1BaeD. n, de I:oestanderuimte S. in elke ma. n, en 
de beelissingruimte D.m voor elke toeataIld ieS, in elke fase n. 

cl 
, ' 

Geef de volledige ,.."".,.,.."te hetrel:kingeil (d.w.z. mclU8Ülf stopcriterium) 
voor de optimale waar.defunctie. Licllt zanodig de gebruikte variabelen toe. 

d) Bepaal de optimale strategie voor Guus Hiddink, zodanig dat bij de maximale 
verwachte premie mee naar huis kan nemen. 

e) A1s het goed is blijkt uit de optimale strategie dat Clarenc.e Seedorf tegen 
Joegosiavië in de basis zal. beginnen. Kunt u hiervoor een verklaring geven? 
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Opgave 2 : Wilsum of ZaJk ? 

De veerdienst over de LIssel tUSgen Wilsum en Zalk wordt' al jaren met opheffing 
bedreigd. De eigenaars van deze veerdienst hebben letterlijk en figuur~1t moeite 
hun hoofd boven water te houden. en zoeken naar mogelijkheden Dm efficiënter te 
kunnen opereren. Dit is '~e voomaa:mste reden dat de veerboot geen vaste 
vertrektijden heeft. Maar á.ls de veerboot vertrekt, dan is dat altijd op een veelvoud 
van 15 minuten (bijv. 11.00, 14~15 of 16.30 uur) 

De veerboot doet er ruim 10 minuten over om van Wilsum naar ZaIk, danwel van 
Zalk naar Wl1sum te v-aren. De kosten hiervan bedragen oil.geveer 50 cent per keer. 
Op de veerboot is ruimte voor. maarlieM één auto. ~ voor de bescheiden prijs 'VaD. 
één rijksdaalder. wordt ~eegenomen. Voetgangers en fietsers' magen gratis mee, 
maar hebben daarentegen geen enkele invloed op de beslissing om al dan ni.et naar 
de overkant te varen. 

Omdat er op geringe wtand vim de veerdienst een. brug is B8J18"legd, gaan 
'arriverende automobollsten pas mee indien (i) de veerboot op dat moment aanwezig 
is bij danwel op weg iB ziaar de aanlegplaats, en (ü) er nog geen andere autO's staan 
te wachten: Dit gedrag kan in zowel WUswil als ZaIk worden geobserveezd. De 
aankomstprocessen in W-~ .en zàlk. zijn beide PDisson processen met een 
~ddeldeV8.Il 2 resp. 4: auto's per u.ur. 

De eigenaren van de veerboot vragen zich af ·onder WèIke omstandigheden ze van 
W.l1sum naar Zalk, danwel van ZaIk. naar Wilsum moeten varen, D!neinde de 
verwachte verdisconteerde winst _per k;wartier (1J=O.9) te maxima1jBereD. Dit 
probleem kan worden gemodelleerd als een Markov bes1jRSÎngs probleem. in discrete 
tijd. waarbij de toestand (iJ,kl Op' tijdstip terO;1.2,3•...} oorrespondeertmet de locatie 
ie rw,Zl van de veerboot, het. aantal wachtende auto's je{O,l} in Wilsum, en het 
aantal wachtende auto's ke{O,ll in·Zalk. ­

a)	 Waarom ztillen de to~tandenWOl l WIl, Z10 en Zll nooit voorkomen? 

b)	 Benoem de resterende toestà.nden i en mogeliJ"ke beslisaingen d behorende bij 
dit Markov beslissingsprobleem. Welke combinaties van toestanden en 
beslissingen liggen al bij v.oorbaat vast. en wUrom? 

c)	 Geef de matrix met overgangskansen p(j Ii,d) en verwachte directe 
opbrengsten r(i,d). 

d)	 Formuleer de Bellman optimaliteitsvergeli.Jlringen. 

e)	 Bepaal m.b.v. policy-iteration de optimale strategie, en beschrijf in woorden 
wat deze inhoudt. 

f) Geef een LPwformulering voor het bepalen van de optimale strategie. 
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Opgàve 3 : Janny, Conny of Betty?	 I 

I
 
De personeelsadministratie van een gloeilampenfahriek in het zuiden des 1ands 
wordt bemand door 1 medewerkster (Janny) en 2 stagia.ires (Conny en Bettyl, De 
afdeling heeft de besebiklring over maar liefst één kopieerappamat. Bij het gebruik J 
ervan ia de regel ;"gesteld dat medewerkers altijd voozrang bebben boven stagWres. 
In de prakq:ik komt dit er op neer dat Janny het kopieerapparaat altijd kan en' zal 
opeisen, ongea.cht of er op dat moment al iemand aan het kapieren is. J 

De tijd die vemtrijkt tassen het completeren van de ene en het aanbreken van de 
volgende kopieempdracht voor JanJ1Y,·is ezponentieel verdeeld met een gemi.ddelde I van 15 minuten. De duur van deze kopieeropdracht bezit eveneens een es:ponentiële 
verdeling met een gemiddelde van 3 .minuten. Voor zowel Conny als Betty bedragen 

Jdeze tijden achtereenv.olgens 30 en 6 minuten.	 . 

'-
, 

... 
J,
:Het hoofd van de afdeling wil weten hoeveel tijd ~ per dag aan wachten VOQr het f 

l:npieerapparaat verlolen gaat. Van zijn ",nega'. heefl; hij vemomen dat hiettoe een 
;)wachtsysteem met f:oeataI!dm (ij) mi moeten ..-nontlrikll:llld;..waarloij i bet 

aantal medeweri<ers enj bilt aantal stag;a;res bij het Jgjpiseiai>PUUt'...._tt. ! 
.)	 Teken in een plaal;ie ds zes tneotanden, da mllgeljjka _Dd.......~n en I 

debv"bebDnmdeov~~_antwootd. I 
hl Formuleer de evanwkhtsveIgeljjkingen voor de ka.... p(i,j) en lDs deze op_ 

De volgeÎlde vragen mogen ev@,tueel worden wtgedrukt :iD. de evenwiehbikansen. 
. .	 ­

c)	 Bepaal de bezettingBg<aad van bet kopieerapparaat. 

dl	 Bepaal het pmiddeJde ""!"tal stagiaires dat op een wiIIekeuiig-';;;';;'ent bij 
het l:npieerappsrsat op hoial" heart staat te wachten. '. ,. . ,-'.... . .') 

. )
 
e) Bepaal de gemiddelde doorlooptijd (d.w_z.-wachttijdplos kopjeertijd) van een
 

willekeurige kopieeropdracht voor zowel Janny, Conny als Be~.
 

. .- ',; -'i:: (:~~i~;.,.~' ,. .
 
o	 Bepaal de kanBverdeJiDg. VIID :een· aangeaIotan. ~';~de afdèling 

onbemand is; d.w.z. iederèeU. bij.h,eit ~pPiUaä~'~~.::~ ,":'.: ... . 
'. . " ". ;,~.'." ,:,'.' .;: . 

Dè verantwoordelijken van deze afdel:ing OY81wegen om '~~,.'ee,n. tweede. 
kopieenpparaat aan te sch.aft'eJL ,-:, ·:'f~::.'; .;.,' 

. .!, 
g) Wat verandert er in tlW antwoorden op Vl'8Og a) indien er niet é@. maar twee 

kopieerapparatèn op de afdeling staan? 



Uitwerking Opgave 1 

a) fasen (n) = wedstrijden 
toestanden (k) =aantal keer dat Jonk gespeeld heeft 
beslissing = Jank of Seedorf opstellen 

.' 

j. , 
,!, 
i 
I,

'I, 

, 

,I ,, 

b) Guus heeft alleen keuzevrijheid als beide spelers even vaak gespeeld hebben: 

n = 14,5,6,71 
S3 =(21 • S_5 =(2) , S_6 ={2,3} • S_7 =(31 
D3(2) =(SJ , D_5(2) =(J,SI. D~) =(J], D~(3) =(SI, D_7(3) =(J,S) 

, 

c) Recurrente betrekking: 

mits k S (n -1)/2 
mits k ;, (n -1)/2 

Jonk opstellen } 
Seedorf opstellen 

P 
D , 

Stopcriterium.; 

fs(k)=O 

Verklaring der variabelen: 

w_n is de winstpreInie bij winst in wedstrijd n, 
p_n is de kans op winst in wedstrijd n met Jonk, 
~n is de kans op winst in wedstrij~ n met Seedorf. 

d) 
e) 

eau = 0 .---------~ 
C7(3) ={IlaJ< {0.70'(250+0),0.60'(250+0») =max {175,150};' 175 (Jonk) 
C6(2) =0.50'(100+175) =137.5 (Jonk)-­ . _ .,., 
C6(3) =0.40'(100+175) =110 (Seedorf) 
C5(2) ={IlaJ< {0.60'(50+110),0.50*(50+137.5)J =ma.< {96,93.75} =96 (Jonk) 
C4(2) ~ 0.70*(25+96)=84.7 (Sesdorf) . 

De maxima.le verwachte p~emie voor Guus bedraagt dus~den. 

Hij zal wel moeten, want Wim Jonk"staat voor". 

J 
J 
5 
J 
.5 



Uitwerking Opgave 2 
• 

a)	 WOllWll : als de boot in Wilsum is, staan er nooit auto's in ZaIk. te wachten 
Z101Z11 : aIB de boot in Zalk is, staan er nooit auto's in Wilsum te wachten 

bl	 toestanden: WOO, W10, ZOO en ZOl 
beslissingen: varen ofniet varen? 

Observatie: in ZaIk komen de meeste auto's aan. 

/. -	 .<J
In toestand ZOO zal altijd beslissing 'niet varen' worden genomen. ..............- ~ .1
 
In toestand WIO en ZOl zal altijd beslissing -Varen' worden genomen.
 
Het enige vraagteken is dus wao.
 

I
cl	 D~ar k~mt-ie dan: 

!nU ~d) .;
i d rli,d) j WOO i WIO i-ZOO i~ZOI , 

WOO varen '~.5 0 0 0'135 0.865 
" WOO Dietvaren 0 0.368 0.632 0 0 I, 

WlO varen +2 0 0 0.135 0.865 i 
ZOO oietvaren 0 0 0 0.135 0.865 

.	 ': 
ZOl varen +2 0.368 0.632 0 0 

dl	 WOO = max {~.5 + 0.1215 ~ ZOO + 0.7785 • ZOl,0.3312· WOO 'I- 0.5688' W10} 
W10 = 2;, 0.1215' ZOO + 0.7785' ZOl 
ZOO= 0.1215 • ZOO + 0.7785 • ZOl . 
ZOl = 2 + 0.3312 • WOO + 0.5688 * W10 d.L e.t.-- ~ 

el	 Begin met 'niet varen' in WOO : WOO = 0.3312 • WOO + 0.5688 '. W10 J,.- llC'" ~ 
Oplossen levert: WOO = 13.0;3, W10 = 15.32, ZOO = 13.32, ZOl = 15.03 . ,~..;j..;.1-<- ! 
Polig iteration levert:.	 1 

- Zj .. ij 
Varen: WOO = -0.5 + 0.1215 *13.32 + 0.7785 *15.03 = 12.82 ,/.u-l: O. a'ç /1- fl, 

Niet varen : WOO = 0.3312 * WOO + 0.5688 • W10 = 13.03 _d;,-l 
1Jw,..	 - (- e \" 

De optimale oplossing is dus om in zowel Wilsum als Zalk pas te varen als er
 
een auto staat te wachten. Naar de drukste kant (ZaIk) varen is dus duurder.
 

f)	 mjnimaliseer wao + WIO ';I- ZOO + ZOI 

zodanig dat	 WOo ~ -0.5 + 0.1215 *ZOO + 0.7785 * ZOl
 
WOO ~ 0.3312 *WOO + 0.5688 * WI0
 
W10 ~ 2 + 0.1215 * ZOO + 0.7785 * ZOl
 
ZOO ~ 0.1215 * ZOO + 0.7785 * ZOl
 
ZOl ~ 2 + 0.3312 • WOO + 0.5688 • WlO
 



.~-_. 

Uitwerkingen Opgave S , 
a) ,, }-~~-oIl.l 

2 

10

0,2
~,-\.	 

2D 

~/ 10 

hl <i)l:' POO = 20 * PlO + 10 • POl
24 * PlO=4 * POO
16 • POl = 4' POO +20· PIl + 10' P02

··22*Pll=4*PlO+4*POl
14 *P02-: 2· POl + 20 * P12
20 '·P12=2 • PIl + 4 * P02

POO + PlO + POl + PH + P02 + P12·= 1
 

Oplossen levert: 

POO = 0.527

PlO = 0.088

POl = 0.245

PH = 0.061

P02 = 0.061

P12 = 0.028
 

c)	 l·POO = 0.473 

d)	 EINJ =Pll + P02 + 2 * P12 = 0.178 

e)	 ;\. = 4 • POO ,+ 4 •
1 

PlO + 2 • POl + 2 • Pll = 3.07 per uur

Little: E[W] = 60 • 0.176/3.07 = 3.48 minuten
 

Janny; 0 + 3;;;;; 3 minuten

ConnylBetty: 3:48 + 6 = 9.48 minuten
 

fl	 3 vi=,,\en .e.><f-o>w-j,.u.e II~ ~ p"'-'-.~""'" 3~. 

g}	 vertrekintensiteiten vanuit <l,l), (0,2) en (1,2) worden 30'; 20 en 30 
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1. Anand speelt tegen Kra.mnik twee schaakpartijen. Een gewonnen partij levert 1 punt op,
 

een remise ~ punt. Nadat de tweé partijen zijn gespeeld is degene met de meeste punten.
 
uiteraard de winnaar. Eindigen beide spelers gelijk, dan wordt net zo lang doorgespeeld
 

•
totdat één van de twee spelers heeft gewonnen. 
In iedere partij kan Anand kiezen uit twee speelwijzen: agressief of behoudend. Speelt 
hlj agressief dan wiot hlj de 'partij met kans 0.45 en verliest met kans 0.55. Speelt hlj 

) behoudend dan maakt' hlj remise met kans 0.9 en verliest met kans 0.1. (Er wordt geen 

•
 onderscheid gemaakt tussen het spelen met cl witte of _zwarte stukken .
 
An.a.nd's doel' het maximaliseren van de kans dat hij de winnaar wordt l De uitkomsten 
van de opvolgen e partijen zijn onderling. ona.fb.ankelijk, zodat kansen vermenigvuldigd 

." mogen worden J."	 . 

•
• " a. Hoe groot is de m.aximale kans voor ~d om t.e WÎDJlen, indien beide spelen; na. de 

_ twee partijtjes evenveel punten hebben en welke speelwijze moet Anand hiervoorIL kiezen. 
b. Bepaal Anand's optimale speelstra~egie m.b.V. dynamische progmmmering [ Aanwijz­

•
ing: Kies als toestanden de uitkomsten 'van de reeds gespeelde partij (en) , (Indien vant toepassing). Bedenk dat de optimale waa.rdefun,tie de ma.ximale kans voor Ana.nd is 
çm wi!!:gaar te worden gegeven de f.ase en de toestand. ]. ­

c. Hoe groot is de ma.ximale kans en wat is de optimale speelwijze in de eerste partij. 

~----:::--::,.-----:-~-:-;-:--:-~----;---:-:-;-~--::-.,.---:;-~...,-,-,.---~--:-:-:----
2. Een produktiemachine ~ zich aan het einde van èen "dag" in drie toestanden bevinden: 

) I toestand 0 (=goed), 1 (=matig) of2 (=slecht). De toestand kan met zekerheid worden .. -afgeleid uit het percentage defecte onderdelen dàt de afgelopen dag is geproduceerd. Is de•
toestand aan het einde van dag i gelijk aan 2 dan wordt de ma.chine gerepareerd en is de 

.' 
hegintoestand op dag i + 1 weer O. Is de eindtoestand op dag i gelijk Mn 1 dan heeft men 

',- de keuze uit niet repa.reren of weL repareren. In het eerste geval is de begintoestand op dag•
i + 1 weer 1, in het tweede geval O. De overgangskansen Pnm tussen de toesta.nden MP. het 
begin van de dag (toestand n) en het einde nn de dag (toestand m) zijn bekend: 

. , ·1 3 1 I 
POl =- Pao =- P12 =- Pll = ­

\	 4 4 2 2 

De reparatiekosten bedragen aS per reparatie (de reparatietijd wordt verwaarloosd).
 
De operationele kosten op een dag e(i)1 i =.0,1, hangen op de volgende :rnan.ier af van de
 
begintoestand: ..
 
dO) = 10 en c(l) = 16. 

z.o.z. 

i 



Gezocht wordt een reparatiepolitiek welke de verwachte totale verdisconteerde kosten over 
een oI;leindige horizon minjmaliseert. De disconteringsfactor is a, (0 < a <1). 

a.	 Geef de optimaliteitsvergelijkingen; verklaar de betekenis van de optimale waardefunctie 
die hierin voorkomt. 

b.	 Geef twee iteraties van de waarde-iteratiemethode. 

c.	 Bepaal de optimale politiek als functie van 0: m.b.v. de politiek-iteratiemethode. 

__o--..é:d.~F1~orm~ul~eer~h~e",t-,L"Pc:-"m"o",d.,.e1~v",o",o",r-,di~·c::.t _J:p:::ro:::h::leem:=:::::.~ 

3.	 Beschouw het volgende wachtsysteem. ;tndividuel.e klanten arriveren volgens een Poisson­
proces met intensiteit >... Bediening geschiedt steeds in groepjes van 2 klantenj dit betekent 
O.a. dat de lokettist wacht tot er "2 klanten zijn alvorens hij de bediening start. De groeps­

bedieningsduUI is exponentieel verdeeld met verwach.tingswaarde j.J.-'-l.
 

De wachtruimte kan niet meer dan 2 klanten bevatten.
 
. Laat Z(t) het aantal klanten in het systeem zijn op tijdstip t. 

Beantwoord de volgende vragen: 

a.	 Hoe ziet het transitiediagram eruit van (Z(t), t 2: ol. 
b.	 Hoe luiden de (globale) evenwichtsvergelijkingen voor {Z(t)}. 

c.	 Bepaal de stationaire kansverdeling van (Z(t)} als oplossing van de evenwichtsverge­
lijkingen. 

De volgende vragen mogen beantwoord worden in termen van de stationaire kansen. 

d.	 Geef een uitdrukking voor het gemiddeld aantal klanten in het systeem. 

e.	 Hoe groot is het gemiddeld aantal klanten dat het systeem per tijdseenheid binnen 
gaat.
 

Hoe groot is de gemiddelde wachttijd.
 f 
.~ g. Hoe groot is de bezettingsgraad van het loket . . , 

h.	 Hoe groot is het gemiddeld aantal bedieningen per tijdseenheid. 

t.	 Hoe groot is de gemiddelde lengte van de bezetperiode. 

-,i 
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Opgave 1 
Een werkzoekende en op geld beluste jongeman heeft zich bij het arbeidsbureau in­

geschreven om een ro aantrekkelijk mogelijke baan te vinden, d.w.z. met een ro hoog 
mogelijk inkomen. Het arbeidshureau heeft hem gewaarnchuwd dat zijn uitkering zal wer­
den ingetrokkeu indien hij drie maal op rij een aanbieding naast zich neer legt. Hij zal 
de derde en laatste aanhieding dan ook altijd accepteren, ook als het hierbij behorende 
inkomen nogal laag uitvalt. De jOngemán vraagt zich af in welke gevallen hij een aan­
bieding moet accepterenl en wanneer juist niet, teneinde een zo hoog mogelijk inkomen te 
realiseren. Hij heeft hiertoe een onderverdeIing gemaakt in zeven inkomensschalen, en de 
bijbehorende kansen m.bC diverse jaarverslagen als volgt ingeschat: 1f 

-) schaal . 1 2 3 4 5 6 7 
inkomen <1500 1500-2000 2000-2500 2500-3000 3000-3500 35OO-4llOO >4000 

kans 15 % 40% 25% 10% 5% .. 3% 2% 

Met andere woorden, de ~ dat de eerste baan die rn;." wordt aangebodan in schaal 
3 valt, is gelijk aan 25%. Het:relfde geldt ooor de (eventuele) tweede en derde aanbieding. 

(a) Benoem de ra.en n, toestanden i, bfflJiS'ring= d en optimale w.-defunctie l.(i) 
. behorende bij dit stochastische dynamisch programmeringoprobleem. 

(b) Geef de volledige recurrente bet.rekkingl;n voor. de optimale waardefunctie. 

(c) .Bepaal.de optimale strategie en beschrijf in woorden wat deze inhoudt. Hoeveel 
bedraagt de verwachte inkomensschaal? . 

(d)Hoeveel rou de verwachte inkomensscheal bedrag= indien de jongeman de eerste 
twee bauen alleen accepteert indien deze in schaal 5 ;'f hoger valt? 

1
 

, 
\, 

.l 



.. _­

WL---L-, 
k-l'<,'-~,'J 

,OpgaVe 2 
,

Op een boorplatfonn staan drie grote boorinstall.aties, die ieder voor zich RaIl"storin­

gen onderhevig zijn. Voor storingen onder het wateroppervlak moet een gespeciaJisrerd.• duikteam worden opgeroepen, dat per helikopter wordt overgevlogOn. De koeten van een .. dergelijke operatie zijn opgebouwd uit 50.000 gulden I1voonijkosten" vermeerderd. met 
25.000 gulden per installatie. De capaciteit van het duikteam is zodanig dat de kapotte

•
 installaties na precies één week. weer operationeel zijn.
 
Om veiligheidsredenen Inoeten alle boori.nstallaties tijdens de onderhoudswerkz.aamhe­


den worden stilgelegd. Zodoende kao het voordelig zijn om =dere ins >illaties tegelijker­
tijd te laten reparereo. Aan de andere kant zijn ook koeten verbonden aan het stilstaan van 
één of meer installaties. Deze kasten bedragen 50.000 gulden per installatie per week. Aan 
het begin vail iedere week moet op grond van het aantal buiten bedrijf zijnde instalJaties • ) 

besloten worden of het duikteam zal worden opgeroepen. . 
De levensduur van een boorinstalJatie, d.w.z. de tijd die verstrijkt tussen twee opeen­

volgeude storingen waarvoor het duikteam moet worden opgeroepen, bezit een geheugen­
loze verdeling met een gemiddelde van 5 __ Met andere woorden, de kans dat een 
willelreurige installatie in een willèkeurige week kapot gaat, bedraagt 20%, nJÏts deze in­
stallatie in gebruik is wd. te verStaan. 

(a)	 Dit probleem kan worden gemodelleerd als een Markov besli";ugs probleem. Wat 
definieert u als toestanden i, beslissingen d en optimale waanlefunctie V(i) ?' 

(b)	 Bepaal de verwachte directe kasten r(i,dj en overgaD~seo p(jli,d) VOór iedere 
toestand i en besljssing d. . -- . 

. (c) Formuleer d~ optimaliteitsvergelijkingen bij een verdisconterin/Ç'faetor van IJ = 0.95 
per week. 

.. 'i 
\ Op dit moment hanteert bet booreiIand de volgende werkwijze: als aan het begin van "., 

-.. ' 

de week ~ of meer installaties buiten bedrijf zijn, worden alle installaties stilgelegd en 
het duikteam opgeroepen om de kapotte installatie{s) te repareren. 

(d)	 Bereken de huidige verwachte verdisconteerde koeten over een oneindige horizon, als 
op tijdstip t = 0 alle installaties op=otionee1 zijn. 

(e)	 Is de huidige strategie optimaal? Zo niet, geef dan minstens één betere strategie. 

(f)	 Geef een LP-formulering waarmee de optimale. strategie kan worden berekend. 

(g)	 Hoe kunt u de optimale strategie uit de opIr)',Sing van dit LP-probleem aflezen? 

2
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Opgave 3	 .' 

Bij een supennarkt arriveren klanten met een intensiteit van ). = ~ per minuut. De 
supermarkt beschikt over twee kassa's, die gebruik maken van een gezamenlijke W8Chttjj 
van klanten. Kassa 1 ia altijd bemand. Kassa 2 daarentegen wordt pas gropend indien er 
drie of meer klanten in de wachtrij staàn, en wordt,pas weer gesloten indien de dienstdoende 
kassiere zonder werk (lees: klanten) komt re zit~ De bedieningsduur van een klant bezit 
een expon~ntiele verdeling met een gemiddelde van p,-1 ="1 minuut. 

(a)	 Teken het transitiediagram behorende bij dit wachtsyst:eem, en b<discussieer de 
door u gehanl:eerde toestanden, toestandBovergangen en overgangsintensiteil:en (hint: 
definieer als toestanden (i,i) waarbij i staat voor het aantal kIanten.en i voor het 
aantall<assieres). ' 

), 
(b) Formuleer de (stationaire) evenwiehtsvergelijkingen en bepaal hiermee de (statinn. 

aire) evenwicbtakanaen 

De volgende vragen moel:en worden beantwoord in tenxu:n van de aankomstintensiteit 
.\, de vert:rekintensi,teit 1', en de evenwiehtskansen P(Uj.De g<=aagde berekeningen 
hoeven dus niet re worden uitgevoerd (mag wel). ­

(c) Bepaal het gemiddelde aantal k1an1:en in de wachtrij. 

(d) Bepaal de gemiddelde waclittijd per klant. 

(e)	 Hoevee1 kassieres zijn er gemiddeld aan het werk ? 

(f) Hoeveel procent van de tijd zijn alle kassa'. bezet? 

(g)	 Wat ia de bezettinl'l'graad van kassa 2 ? 

î, " (h)	 Bepaal de gemiddelde lengte van een aaneengesloten periode waarin kassa 1 niets te 
doen heeft. 

i
; 
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Opgave 1 

De Rotterdamse politie wordt door Interpol gctipl dat. ûch aan boord \'an het 
Columbiaan....e ::;chip 'Café de Columbiat drugs bevind~. Eén dezer dagen wordt het 
schip in de Rotterdamse haven vezvracht. De Rotterdamse korpschef die belast is met 
het uitvoeren van deze opdracht, moel beslissen hoe hij bet schip zal laten doorzoeken. 
Hij beeft daartoe de besdriklcing. over vi",'r verschillende opsporingsmethoden: (1) 

ondervragen VBn de bemanning. (2) inspectf!"cen Y:aD. de laadroî.mte, (3) doot".meken van 
de laadruimte, en (4) uitkammen van bet hele schip. De k05ren van deze 
opsporingsll1etboden, alsmede de bîjbehorende slag;ngspercentages, staan vermeld in 
de onderstaande label: 

1. Ondervragen 2. In3pecU:lrcn 3. Door.tQclcen 4. Ujt.kamnlWl 

Kosten 8.250,- ft. LOOO•• n.2.600." n. 10.000,.) 
SlagiDgspereentage 10% 26 "}t. 75% 100% ~' 

De Rotterdamse politie stelt zich als doel de in het schip aanwezige drug5 tegen 
minimale kosten op te sporen, zelfs aiR uitkammen van het hele scoop daarvoor 
noodzakelijk blijkt.. De korpschef vraagt zich af welke op."poTingsmethoden dienen te 
worden aangewend, als aUe methoden slechts eenmaal, en jo de hierboven 
gehanteerde volgorde, kunnen worden uilgl"Vocrd. 

De korpschef moet dus eerst bepalen of toepassing vnn opsppnng.smethodc 1 zinvol is. 
VervoJgens moet hij, aThankelijk van het re.·iiultBat van opsporing5methode 1 (al dan 
niet uitgevoerd), bepalen of toepas.sing van ()p~poringsroethode2 zinvol is, eteetara 
(zie onders\:.uande figuur). Uiteraard is het loepa$sen V8.ll een volgende 
op,sporingsmethode alleen zinvol indien de drugs nog niet gevonden" zîjn. Als dat wel 
het geval is, ligt de toestand natuurlijk anders. 

I 1. Ondervragen? 1 -.jo I 2. Inspecteren? I -+ I 3. Doo~oeken? 1-10.1 4. Uitkummcn? I 

Bo"enstaandE'. kan worden geformuleerd als een dynamise~ programmenngs 
probleem. 

(a)	 Wat kiest u als fasen, toestanden,. beslissingen, en optimale waarde functie? 

(bl	 Geef een recurrente betrekking ,,"oor de optimale waarde functie. 

(e)	 Bepaal de optimale opsporingMtrategie en beschrijf in woorden wat deze 
strategie inhoudt. Hoeveel bedragen de vCIwaehLe opsporingskosten? 

(dj	 Hoeveel wudcm de verwachte opsporingskosten bedragen indien werd besloten 
de bem~nningvan de '<2,.afe de Columbiu' niet te ondervragen? 

. 4> (,[I)~O
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Opgave 2 

Een wasmiddelenfabrikanl mankt regelmatjg gebruik van marketing-acties, in de 
vorm van reclame op televisie. De fabrilwnt weet uit ervaring dat reclamespots de 
omzet op korte termijn 6terk kunnen be~nvloeden. Om precies te zijn: de omzet in 
week n+1 is afhankelijk van de omzet in week n, en eventuele reclamespots in week 
n.+l (zie tabel).	 . 

omzet week n+l 

wel reclame	 geen reclame 

omzetweekn Mog no~aál· laag hoog normaal laag 

.)2.cc·l'l'O hoog 1 0 0 0,7 0,3 0 

.....lco.e:t.'1\.~ normaal 0,8 0,2 0 0,3 0,4 0,3 

laag'	 
, 

0,6 0,3 0,1 0 0,3 0,7 

Malrix rrret ouergangsJu:r,n.'~en 

De fabrikant wil onderzoeken wanneer marketing-acties lonend zijn, en wanneer niet. 
De kosten van reclamespot9 bedragen 100.000 gulden per week.. De verwachte 
opbrengstEm bij een hoge, normale en laae omz.et bedragen respectievelijk 200.000) 
lOO.OOO en 50.000 gulden per week. Doel!;telljlle- j5 een· maximale venvacbte 
verdisconteerd.!it winst over een oneindigétijdshorizon, bij een verdisconteringsfaetor 
van 0.95 per weck.. ­-
Ca)	 Er is hier sprake van een Mm-kov beslissingsprobleem. Vlat. definieert u als 

toestandsl"'uimte en beslissingsruimte? 

) (b) Bepaal voor alle mogelijke toestanden i. en beslissingen d de'verwachte directe -. winst rl'i,d} over de komende week. > ­

{e} Formuleer de optimaliteitsvergelijkingen. I ~ 

De fabrikant zendt alj~renla.ng,week in weck uit, reclamespots uit op televisie. )jq ~ 
(d)	 Laat m.b.v. de[§OlicY~iterBtie o"f';.",aarde.iteratie methOdeferi dat de door de 

fabrik.!lDt gehantce.rdC3 strategie niet optimaalls. 

(e)	 Geefeen[LP-formulerilï€\waarmee de optimale strategie kan worden bepaald. 

-_..... _,
•-
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Opgave 3 

I 
I 

In een practicumzaal be'Vinden zich 20 studenten en 1 practicumassislcnL, die RJaas 
heet. Tero-ijl Klaas 'rondloopt, bDITelen er bij de ·studenten vragen op, die voldoende 
aanleiding geven om .Kla.as er even bij te roepen. De tijd tussen twee opeenvolgende 
vragen bezit een exponentiele verdeling met een verwachting van 5 minuten. De ti'd 
die Klaas nodig heeft voor heL beantwoorden van een .."1"0.<1 is e. nentieel ....erdeeld

I met een veJ"\l{achting van 4 minut.en. 
~ 

I 
Als een student een ..-raag heeft en Klaas is. nog niemand Iian het helpen, dan schakelt 
deze altijd de hulp van Klaas in. Is IQaus n1 jemand aan het helpen, ~-wr staat er nog 
niemand op hem te \'i'achteu, dan neemt slechts 75% van de studenten dc moeite om 
op Klaas te wachten. Staat er ook DOg iemand op Klaas te wachten, dan besluit geen 
enkele student Klaas er meer bij te roepen. .• J 

I 
Mocht een (wachtendE!) student het wachten beu zijn, dWl laat hij of ûj dat duidelijk 
merken. De tijd die verstrijkt voordat ecn student het w"achten beu is en zich 

• 
daarnaar gaat. gedragen, laat zich beoschrijvcn door een exponentiele verdeling met 
een verwachting van 2 minuten. Kl.aas, die dit gedrag onmiddcl1ijk opmerkt, blijkt a.ls 
rca.ctie hierop de student di.e hij op dát moment aon het helpcD is twee keer zo snel af 
te handelen. 

•
(a) T~en een plaatje van de;!§""estandsruimteJmet. de daarbij behorende,lover· 

~gsJOt.n.)teît§] 

•	 
(b) Stel dcJëvenwïcbtsvergelijkingen\op cn bepaal hiermee defevenwichtskansen.] 

/,

• /
. 

./
~ De volgende vragen mogen zowel e:w.ct aL.o; in termen ~B.n de {'venwichtskansen uit (hl 

beantwoord worden.. 

~' (c)	 Hoeveel procent van de tijd is Klaas gemiddeld bezig met heL beantwoorden 

van vragen? ' ~ 1_ N;# Ja'';'':J
I (d) Bepaal hoeveel studenten er gemiddeld op Klaas staan te wachten (in de 

evenwichtstoestand). 

(e)	 Bepaal debhrougbpu"t\. d.w.z. het gemiddelde aantal vragen dat per minuut 
door Klaas wordt beantwoordt. ~rr;,:-",~-----~------~• 

I: / {I:ç. Il,}, 
CO Bepaal m.b.v. de formule van Little hOêveel minuten een student ~middeld op 

KlaM moet wachten.F
, --------- ------ ­
(g)	 Hoeveel gcIrriteerde studenten moet Klaas ger:niddeld per practicum va.n drie 

uur te woord staan?•	
i 

I
 
I
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1 De kox.pschef 

(u.)	 Het. aRulal (a.'i{':ft i.'i hi~~ gelijk aau het IUUltlll b~Iis..'1illll;(m dm gel10men UlWl "..omf'D. ,In dil 

I;~val zijn r.r dus .:I ftiSl.'n. \o:aarhij fa.-.;c n E {I, ...• .J ~ (J'i~reeJlkomt Illel h~ mom~nt Wltarotl 

bç:;.lor.r.n moet \voruen of oJlSpnrln;::slIlcl:hooCl TI al dan niet tnool word.,n t~p:llll. De 

tOC'iTMd i Jl,(.'Cft. WlU of de in hel schip nnTll\'C'/.igu drugs ~-el (i = 1) of nior (i = 0) gevundC"1t 

7Jjo. .bJ1uwkelijk van de to~tand.; iu [l!:le 1~, 1llOêluesioten vmrdrm .of opsporin~Ulelhod(" 11 

~~ of nk'.t. moet. wnrdC'..n u".tgevuerd. Mel, !n(i) df'.finiCll"nn wC! de verwHt:hte kosten vonr het 

OfLo;['IClron \"ll.n dl! drugs. gemeten VNlI1[ op.'..pnringmlE!thode 11. t'n sLltJ'lend in ~;md i. 

(hl	 AUnrcen."t R1cr:k~U 'we op llat OC'l kostl!I\"''UJUlf o~porjng:llueth(ld(' n nul bcdr~. intlieli de 

cirugs op daL l1.lomeat. rem:L.. zijn opge-pounl. Verder geldt dat de \'it~rd(! opsporiu.,gsmethodc 

altijd mOOI worden tn~gtlpli."i: ifldi~n de (~S Ol) <lat. nh"Jmcnt nog niet. zijn gelocalif;ccrd. Dil 

h:..-erI. de \'OIgr-nrlc lliLrlrukkingen op: 

h(O) = lOJlOll (w~l uitvoert!u) 

Iu 111lP. fWdcrc ~r:vnll~ geldt UE: ,,'Olgelld~ rcr:mrontc: hcn-d.:king vuur / .. (0). Hierbij gC\"r.n tt,'1! 

mel K" (le kCl.'Ircm en met P,l de sll1.&iogs'kllJlS \'aI\ l'lp.~pmingh-"TtlcLluxIe11 weer: 

(c)	 De uptinuûe strategie \'.'OTdt ...-n.."tgclc:gd door ft (O), omdat wc moC'tr.n hl!'ginm:TI met tic ~TSOO 

upsporingsmcthödp. (n = 1), en dil drugs op rial moment nog nieL &1!\Vllden zijn (i = U). \Vc 

rcl<~"C"J1 nu terug \'Il1IJ!.I fase 3 om tot de optimuJ~ strategie te komen: 

. -MD) ~ min (MO). 2.5Qll)+ 0.25 . /,(O)} ~ min{ID.OOO. 5.llOIlf ~ 5.000 (wel uitvo"",,) 

f2CO) = min {fa (O) , 1,000 + 0.75· h(O)} = min[5,nOO, 4.750~ = 4.;5D {wclllitvocren) 

11(0) ~ min (M0),250 + 0.90· MD)) ~ min{4.750,4-ö2ó I ~ 4.525 (wel ui'"""cn) 

De optimnlr: .mntcgîe .is u\L'5 om ~ op~oring:·..mctbol.hm uit t<l \'o~r.n ll! De bijlJehorenue 

\-enliaChw opsporingskostm. bedra6"e11E~~lld(mJ 

(d)	 In dat ~w.I. zouden de \'C.fW3chtr. kosten gE:lijk zGu ean 12(0) = -1.750 gulden. 

~-------------­
2 De wasmiddelenfahrikant 

(1\)	 De tcw;tancl..,TU..i.m~e S wordt gevormd. dnnr de"U01:a::t in de aIgclopcn nuumd. De lJ~lL-:.s­

ing:mlimte D hangl snmcn m~t- d~ J([~~e om ",~I of geen reclaml': ~ mahm. 

1 

...	 •
 



s = (hOCl~. normaal. L"l.l1g ~ 

." 

I 

I 
I 

I (Ol De di.ret:te opbrengsten zijn opg-wouwtl uit de ~koopcijfeIs enerajlls, en de k.ost.en ......n 

reclame; ElJldr.rzijns.. M.b.r.. do Vl".rkonpcijfrJ'l' mor.t de ~('re.-,ji!'iccrdc nmUlt vp.rmf'.nigvu1digd 

I
• 

wordr'.n m(!t de bijbdl.Of'Cndc knns om op de \'Cl'wl1cllting:>-w:lJl.rde uit ti:! komL'tl: 

• 
toe.1.and i be;li.'>.'ring d directe opurc1\-,"'Sten r(i, d) in uum.'Tl(1t-n gulden... 

boOS( wt"1 reclame 100.,... 200 - 100 
huog geen rec.lamc 1~-200+ ~n·lOO=l70 ,

"""nw ~--e1 reclwne 100+ w"200+ 11;) ·100 80 
normaal geen redaJ'Uè I~I • 200 -+ Tu • WO +..l. . 100 = 130I .} lMlg W('J l'C!thl.Il'm 100+ ro ·200+ 130 .l(l[J+ I~' 50 _ 55 

I 
I... geen reclllllle do ·)00 +~. 50 = G5 

• 
(c) :Mé1. VH, V..... el VL n()tezeu 'l'o~ de \'en\'RciJ.te vercli':ia)Jltecnle opbrellgst. st..aIlend \'n.Tmit no 

l.o~t..t.Od/!JI hoog. tlonuaal re;p. laag. Bij een v~djst't'llltcrill~r~tor \'lUl IJ = 0.9§. pm 'l\~uk 

rli(!ncm dc:7,~ MIl de vol~C'.nde·nptima1i~it.~\'l'l'~ctijkillg(!nte V0100Clll: 

lOO+~' Vil (wd Tocl,UJ'l<l) 

17t1+ l~' (1~ .VH + I~" VN) (geeu rce.hw.Je) 

55 +-& .C~ .VII + l~ , V", + 1~ • VL) (WC!1 rcd."1U\C) 

65+ ~~. (~.VN+ 1~ • Vi.) (geen rccL'UIlc) 

\:Ve- bcgiImc'.n met de pol.itlck waarin cr on~t d~ t('lcst"mrl T'!C[amc v,'urdt gelIlWl.kt, eu 

bepalen de bijbchor~dc 1'."DMdcn "':lIl Vil. V:" en Vi._ We dienen hiertoe tie ,'Olgcnde 

'\"crgtilijkingcm op te lossen: 

u­
"''E, = 100 + 2.. -VIIIUO 

!l5 _. VH + -V.u(8 2)V,· =:I 80+ _. _
.' 100 10 JO" 



Lit d(' f'Cl'!rt(' ....crgelijkiJLg yolgt e(m\'ouwf, tlo.l lE/( :: lOO· 'lil == 2000. Uit tlc tweede \'<'T;;C!.lijking 

leiden WC!. ''Il~(jl~ns af dar. v:~ ~ 19"j5. ),1« bf'hlllp \'UJ, tle dL~rll~ \'l"-l"gc-lijkiug "'ol~t renslol toe 

VL =::: H1-1:t We gaan mi kijken of we (l(!1; !,f'tere politÎek klllllum \-inden. 

lUO + ~~. 2000	 == zooa 
Vu = max TJiä

{ 170+ ~. (-f'n ·20tlO.:.. i~' HJ75) =::20113 (.) 

IlO +.M. . (~ .2000 +.a. . 1970) ;::;; 1975 h. '1v.... = m11X 100 lij 11;1 , 
{ 130+ ~~. (fci .~Imn+ m' 1975 .... fö ·19-13) '" 2{)l).l (0) .\(L 

55-=- oE. (.Q.,.2pOU + 1!. ·19TIi +...l. HJ43) '" 1943 (0)10". = mnr 100 \I) Hl Hl
 

L { -"'-(")
65 + 100· ti· IY/5 + îii . 1943 ~ lU20 

•Ef'n bclnrc politiek hl kewlGlijl; om alleen reclame t.c runl"l!t1 imliett dr omzet iJL de voorafgnnnde 

weck lnn.g l'l gewe~t. De bcginpoliticl:: is Hw; niet. optimaal. 

(e) Hnt	 ~trt.o(L hier *cimaliserill-l:,rsprohl~dm:; de lillcair~ ongcl3jkLedcn m",~t.en ef!ll 

grota- of W!lijk tcl-en bl!\<:itlen. Om dC'7.elCda reUen dir.l1t de de dOP.lrll11cti~ te worden p;crni· 

uima1i~rd. Dit le-.--eri. het volgrm& LP-p:roblcflm: 

f"ly,'...J.."Jt,.. ~	 > 
~--.~ ;:: 8' ","" 

\IJ* ......'L • \ VH 2: 100 T 0.95· VII
~~J; ...~Iat\'i ... V" ~ L70 +O.6ÖS.· Va +O.28S • \~v 

'1 V.V > ~U+O.1G· VII +0.\9·1(....· ., v;'" > 130 ~ 0.285 ' IIH + 0.38· v,'l,' +0.285· ~tL 

VL ~ 55 +0.57 ' Vu -+ 0.235· t~"{.+ 0_005 - VI. 

VL > 6S+0.285·v...·+n.665·VL 
,~ 

VII, \.~.... ,VL ~ 0 

=­
3 De studentassistent 

<al	 \\-i:: drtinkrel1 als tQestanrien (.k). V>'bAf"bij k € {O, 1:2.3J O\"etc('nkomt met liet. MntI:IJ st.u­

denten d;"l door KI(L,1.S hdm.nclcld 't'.wtlt of no~ h"hardclc1 moel ","'Orde:\., e.u een g<':rt"nteerde 

rtllc/t!llt bovendien "oor t1I-'ro ~It. TIeL tocsk-mrlsmwgllll.glmdJ<l,.,"T;lm ?Jet. er dan al:~ YDlgt Wk 

,".u,-l", 
/ 
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~ O\~<Inp;slllteJ~t~lcn t~-cn toCSt.nnOOU (0) C'.I1 (1), alsmede di~vau tOe::ltauc.1 (2) na.w- (I), 

kcnncn O\'CTC("J'l met d{' 'OQfUu\!é' w.l.I1konc;[~ en ''ertrekintc::nsitcit [m. r.n !lJ'lrclcc:n rlm-halve "001' zich. 

De ovorgw::lgsintcru;ileit \';'111 t·OO"U1nrl (1) n.aar (2) komt ...uurt. uit.lu:~t f~it WJ.l gcwiddr:ld 51r.cht.!1 

12·0.75 = 9 8tuJ.~.ntt!.n pcr uur J\am' K1nas. rocsbappetl iurJieu hij Hl iE!J.llImd l!aIl hc!t helpen is. De 

{lVCrg~ll~5illlcmsLteit van tUeltllnd (2) rmar (3) gN'Jt WCl('f rIat een l;.tudent na 2 lwuutell \Var:!Lle.ll 

onged11ldig v.'nnl~ (Ut kowl Q\--ereen met eetl intenSitdt ...:m 30 pcr uur. Vnnaf dat mOlDenl. gaal 

Klaa:l t'l\~ 7.0 IInrd ~rkrn, hc~~can weer blijkt uit. ue O\'tIrgangsintcn:iih!it 'lo"lLn 15·2 = 30 per 

nur f.l.1.SSeJl l.oeS"lS.ud (3) llJl (1). 

(b)	 lIt:!t steL-ll~l C'!Vcnwicl\tsvergelijkingcll voor Po l/w. Pa vulgt. nu door de in- en uitgann& stroom 

..-oor iool!!"e f.oestnnd aan clk::1ar gelijk te srelleu. Dit levert heL wlgr:.ude up: 

12· Po ~ 

24· P1 ~ 

·15, P2 = 

aD • I':J -

Hjeru.it \'Olg~ eenvoudig Pi = ~ . rOl P2 
skaD~n vol~C'n: Po ~ 0.472, Pl ::; O.3T7r P'l 

15 - P~
 

12· Po+15· P;f +30· Pa
 

9 'PI 

30· P2 

= t .PI en P3 = P2, waaruit de '\'U18ende ~-euwit.:ht~ 

~ 0.075 cm [cn.'Iluttc:~ P3'=; 0.075. 

(c)	 100 v,'tIrdt niets anr!N'S ge\Ta...,gd dan U~ \)'!',el.l~g.rtl-ad~ Kla.&i! E't1 deze is gcl.ijk alLn 

1- Po ~ 0.528. l<1u.a.s is du.'1 gedurendc ongr.\·C{Jr 53% \';Ul dr. tijfl aal! hC1l WI".Ik., 

(cl)	 In toc:rtllnd (2) en (3) stAAl er één stuuwt op Klam;: t~lu;hten, ~t'middlold r.ijl1 dat. ~r dw 

1· (Pi + p.,) == 0.15. °11J1r" + 0,Or5 :::: Ol I,) 

({')	 In tOe'lIa.tld (1) en (2) worden er gemiddeld 15 Vlagen rmr Ilur bc;'LntWl'lQTlf, in tOC'ltll.nd 

(:1) -gemiddr.ld 30 p~1" uur. pe totwe ~rkul~~pa.t'itcilbt.'t1ruYd dus 15· CPl + Pil} + 
30 • p.., -::::: U.ro stlld"c!:ntan per nU!. E.!n <tl'ulere lnaruer is om te kijJ..-eIl ntlJ:l.l' LI~ ",,,,,.Jrelijlre 

" aa.luroIl1.'lÛlllensit~it. Or.7.c bw:J.o'\."'t 12· Po + 9· PI """ 9.DG studl'ntell l>er UlLr' (hct \'Ct:'iChi! 

\\-'OIdt verooraakl door tl&Undfouten). 

CC)	 Het gemiddelde: aDJllAl wacL.te.mle sludlIDte.s1 is gelijk aan E1Nel = 0.15. de. v;cr~ijkl:! 

&WUromstintemriteit is g,clijk aan ongc\'cnr >. = 9 ólud<'>..l1l~ll p~ruur. Met lJehulp YdIl de 

Connule van Liltle volgt nu d~ t!en ~tll<lt!nt $!;t'-Jnitlclcl.l ~1 UlU = 1 mlllll\\t op KlM..; J1.I0et 

"'nçhwn: A~ ~4. 

@ E{Wf ~ 1.. EIN ) ~ 0.\5 ~ 2­
'---_~.:::). __.--' 9 60 

(g)	 De ~igc te'lOOaIld wBalil.l sluuenHln geirritecrd kunrlt~ll rukell i.s t~tlUrd (2). &nnmru in die 

wtwLtic belandt l, de aankonUitlntensltciL van geIrril~rde s~udt:n\.cn gelijk 8&1 30 per uur. 

Gemiddeld m~l Klaas dus 30 . P2 ~ 2.25 geTrrileerde sludenlen ver uur te woord ~t1WJl. 

Va.nuit toes1.!l..Dd (J) gcrcclrmcr.ni lmm j~ op hetzelfde antwoord uil. 
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" Faculteit der Toegepaste Wiskunde ~
 
Kenmerk: TW97-fT-ORf18fdh 9.- ~M~r"1 N6A
 
Dat.um: 8 augustus 1997	 .. 7513sJ~AAr 

ENSCHEDE 
'Jnilletiteit Twer!te,Tentamen Operationele Jtesearch II	 •

&\'''-e~.13:;à!1c~tus::-1997.,.9.OÓ-:-'':,~1:ï~ÓO;uur 
code 158006 

---~---~------:-------~' 
'1. BI::':ichouw het volgende produkti~planningsprobleem over N perioden. Een ins[aUa.tie kan 

i1 (wee soort.en produkten produceren. Qe vraag naar produkt 1 in de periode j is X j en Yj 

YOO1" produkt 2. In een periode ~ echter slechts één type produkt worden geproduceprcl./C wa.arbij de vraag naar het andere produkt verloren gaat (er kan niet vooruit gewerkt wor­
den; er is dus geen voorraadvorming). De omsteltijd van de installatie bij produkt~isseliIlg 
b 1 periode en kost A. De netto opbrengst per stuk bedraagt Pi voor type i. Doel is de 
will::;t re maximaliseren over N perioden.)	 , 

" ot.	 Geef een D.P.-formulering. Verklaar de toestanden en beslissingen. [U mag en·au Hic­

gaan dat de installatie ~ de nulde periode kosteloos wordt ingesteld op één va.n de r.wee 
produkttypen.] ,

,i 
b.	 Los het probleem op m.b.v. D.P. met de volgende g~gevens 

J 1 2 3 4 N=4 
,Xj 5138 p,=2,p,=1 
dj 10 3 6 15 A -1 

2.	 l~del'e za.terdagavond speelt een man poker. zeer tot ongenoegen van zijn vrouw. Al:: hij 
haar \·oorafgaand aan het pokeren Uit eten neemt (kosten ft.56,-) zal zij met ka.~ ~ volgt=udl.: 

(
,I 

",-.;-eek zaterdag in een goed. humeur zijn en met kans kin een slecht humeur, ongeacllt het 
humeur dat ze deze zaterdag heeftj neemt hij haar vooraf echter "niet uit eten, dan zijn ./ 

n,.: 
I' 

deze kansen, respectievelijk, i en i· Is zij in een sleCht" huineur en gaat hij niet met' haar 
" uit eten, dan gaat ze naar een boetiek en koopt voor f1..200,- nieuwe kleren. 

/1.	 Geef de optimaliteitsvergelijking(en) in het geval de man de verwachte verdisconteerde 
kosten over een oneindig~ horizon. wil minima.l.i5eren (disconteringsfactor 0:). Geef de 
definitie \'an de optimale waardefunctie. de beslisruimte en de toestandsruimte. 

IJ.	 Bepaal de optimale politiek en de optimale waardefunctie m.b.v. politiek-iteratif:' voor 
~~ = :J.. 

" 
':.	 Ge.ef een L.P.·model vaar dit probleem en 'los dit grafisch op. Controleer hiernl(;,.l:' hel 

<ultwcord in b. 

1.()1.
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3. El'U wachC5ysteem 11let Poisson <ltlnkomsr~n (intensireit ). j en ëén loket ,kan !1l<lxi!I~"<I\ :~

I	 klanten bevattc:l. Oe bediening per klant b(',H:I.1t '.lir t\~-l'\: r:'ïWI1 ,J!WC~~\;~t~iJ...&z. 
hancielingen. De duren \-<ln f,~~ze !we~ ha!l(h"Ullg'':rl ó5!~ ,mdt:d:ug 'J:hl.nWI'~=t·:;:;": .-:: ;.;: .". 

~lenrie-el \Oerdeeld mee respectÎ€-\-elijk parameter J.lL ~:1 J.L2. Pas lltl.dat de cWE'edt, :~.:i!!dd:;~I	 i::: \'oltóoid kan een volgende klam in bediening worrien ~enornen .. Klanten u:e ~.'.: .":~" i',o!:; 
\'~ll aantreffen gaan ~'eg en ~:'. :Jlen niet meer terug. 

I /1.	 Om dit systeem op de gebruikelijke ma.ni~r re aualY::i€'ren moet de toest8.ndsbes(h!·~;·""E 

(= aantal klanten in systeem) worden uitgebreid met de fase waarin de beclie~iI:i zit:h 
be\inrlt.I 

~	 

Definieer de toestanden en geef het bij behorende overgangsimensiteitendiagrllnl. 

,	 ~. Geef de evenwichtsvergelijlcingen en los deze pp. 

I r;. Bereken uit b. de :Stationaire kans\'erdeliug van het aantal kla.nten in het s\"~! l.:o.:lIl. 

d.	 Hoeveel klanten worden gemiddeld per tijd.5eenheid bediend en hoeveel komen f:'l' ~l~l!ól-

deld per tijdseenheid het systeem binnen. 

e.	 Bereken m,b.v. c. en d. de,gemiddelde wachttijd. 

De volgende twee extra vragen zijn alleen bestemd· voor TW-studeuten. 
•
j'

) 

,


•
_f Geef voor het geval dat de wachr.ruimte onbeperkt is de stationariteits\'oorwi:l.arde \'8U
 

het systeem.
 

,, g. Bereken in dit geval de gemiddelde ~'achttijd m.b.V. de formule van Pollec'Zek~Khill[chi1iE.·
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1.	 Winnie doet mee in een TV-spelpragramma, waarin zij als winnaar uit de bus komt. Zij krijgt 

....ervolgens de gelegenheid maximaal vier bonus-vragen te beantwoorden, die in de gegeven 
volgorde (zie Tabel) worden gesteld. De kans op een correct antwoord en de bonus die 7lgewonnen wor . een correct antwnord staan in onderstaande tahel. 

vraag kans bonus 
goed antw. 

) 

~.~ 1 
2 
3 

0.6 
0.5 
0.4 

ft.10O 
200 
300 

4 0.3 400 

''''0In totaal kan WiUnie dus'fl,lOOO,- winnen. 
Winnie ke.Îl op ieder gewenst moment sooppen en het reeds gewonnen geld meenemen. Wordt 
een vraag onjuist beantwoord dan stopt de bODUHronde en is Winnie al. h..aar reeds gewonnen 
geld kwijt. Het is Wmnie toegestaan "te passenn nà.dat de vraag is gesteld: in dit gev8l wordt 
de daarop volgende vraag gesteld. Het is toegestaan meerdere keren te passen. 

Bepaal m.b.V. dynamische programmering een strategie die Wmnie's verwachte tota.le bonus 
maximaliseert. 
(Aanwijzing: Gebruîk als fase het rangnummer van de vraag die gesteld ga.at worden.) Geef 
aan wat als toestand optreedt en wat de beslissingen zijn. Hoe groot is de maximale verwachte 

_____~to~t~al:':.e.ób~o!!nns~	 ".' __. ..:1:.....	 -'-.

, 
1	 2. Een machine kan. zich in drie toestanden bevinden: ."goed:, ~ en~". Bevindt de 

machine zich aan het begin van de week in de toestand "goed" (resp. nmati~') dan wordt die 
week een opbrengst verkregen van 8.100,- (resp. 8.50,-). Is de toestand 'lslech.t" dan krijgt de ~ 
machine een grote beurt, tegen kosten f1..200,-, en is de machine een week. uit roulatie, waarna 
hij zich aan het begin van de volgende week in- de toestand "goed" bevindt. In de toestand 
llgoed" kan gedurende de week klein onderl+oud worden gepleegd, tegen kosten 8.50,-. In 
dit geval blijft de opbrengst in de betreffende' week ongewijzigd, maar is de toestand aan het 
begin van de volgende week met zekerheid: "goed". Is de toestand aan het begin van een 
week "matig" dan kan de machine een week uit roulatie genomen worden en tegen kosten 
fLlOO,- aan het begin van de volgende week in toestand "goed" worden gebracht. 
Worden geen onderhoudswerk2aamheden verricht dan verloopt de toestand volgens de over­
gangskansen in onderstaande tabel. 

z.o.z.
 



toestand volgende week 

goed ma.tig slecht 

toestand goed 0.8 0.2 ­

huidige week matig - 0.5 0.5 

Het optimaliteitscriteriurn is de contante waarde van de netto verwachte opbrengsten, met 
verdisconteringsconsta,nte a- = !. 
Cl. Geef de~mäliteit.svergelijkîngen. 1__----_~
 

.' b. Geef twee .iteraties van hef~a.a.rde-itera.t1e~
 
c.	 Kies een onderhoudsstrategie en onderzoek ·m.b.v. het policy-îteratie algoritme of deze 

politiek optimaal is. 

d. Geef een L.P. model waarmee de optimale politiek bepaald kan worden. Vindt deze politiek 
') door. het L.F. model grafisch op te lossen. 

3.	 Beschouw een wachtsysteem met 1 loket en 2 wachtplaats -< Het aankomstproces bij het 
systeem is P' on, met intensiteit À. Indien een arriver de klant î klanten in het systeem 
aantreft is de da.t hij het systeem binnen ga.a.t Ti (i 0,1,2,3); uiter:aard geldt Ta = 1 en 
T;J = O. De bedie gsduren zijn exponentieel verd (geheugenloos) met gemiddelde 11-1• 

Echter, indien er YiaChtende ~ten zijn, wet' de server een :fact~r.p (p ~ 1) sneller en 
is de gemiddelde bedi gssnelhei~' PIJ-· 

'-J a. Geef het intensiteitendi am behorend ij het proces dat 'het aantal klanten in het ~­
teem beschrijft. .. 

b.	 Geef de bala:ns-. (evenwichts- ve elijkingen voor de stationaire kansverdeling Pi, i = 
0,1,2,3. ".­

c.	 Bepaal deze stationaire ~0 
'-' 

De volgende vragen mogen den ahi uitdrukkingen in de Pi'S. 
,--~ 

\ d- Hoeveel klanten wo en per tijdseenheid b ·end.., 
e.	 Hoe groot is de middelde wachttijd van een t. 

.. Hoe groot is gemiddelde lengte van de bezetpe .ode van de server.f·.-" 

.'." .' '." 
.-" i .:"" f',: 
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uitkomst /250,= /500,= /1000,= BLUT 

kans 0.4 0.3 0.2 0.1 

Je kunt dit probleem oplossen m.b.V. een stochastische DP-formulering. Definieer hîertoe 
f,.(x) als je maximale verwachte eindbedrag indien je x gulden in kas hebt na de n~ beurt. 

) (a) Benoem de fasen, toestanden en beslissingen in bovenstaande fonnulering. Geef 
bovendien de toestandsruimte in elke fase. 

(h) Beargumenteer d.t};(x} = x voor .1Ie x. 

(c) Laat nu zien dat/lx) = x voor x;' 4500 en!,(x) = 0.9 'x + 450 voor x'; 4500. 

, (d) Geef de recurrente betrekkingen voor flx) enfJC;r). 

.~ '<e) Bepaal m.b.V. achterwaartse recursie j~ optimale strategie. en geef deze in woorden weer. 
~~. Hoeveel-bedraagt je verwachte eindbedrag? 
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Opgave 2 () 

Een wasmidd~brikant maakt regelmatig gebruik van marketing-acties, in de vorm van 
reclame op televisie. De fabrikant weet uit ervaring dat reclamespolS de omzet op korte termijn 
sterk kunnen beïnvloeden. Om precit's te zijn: de omzet in week n+l is afhankelijk van de omzet 
in week n, en eventuele reclamespots in week n+1 (zie tabel). 

omzet week n+1 

wel reclame geen reclame 

omzet week n hoog normaal laag hoog normaal laag I 

hoog I 0 0 0,7 0,3 0 

normaal 0,8 0,2 0 0,3 0,4 0,3 

laag 0,6 0,3 0,1 0 0,3 0,7 

)	 Matrix met overgangskansen 

De fabrikant wil onderzoeken wanneer marketing-acties lonend zijn., en wanneer niet. De 
kosten van reclamespots bedragen 100.000 gulden per week. De verwachte opbrengsten 
bij een hoge, normale en lage omzet bedragen respectievelijk 200.000, 100.000 en 
50.000 gulden per week. Doelstelling is een maximale verwachte verdisconteerde winst 
over eeD oneindige tijdshorizon, bij een verdisconteri.ngsfactor. van 0,95 per week. 

(a) Er	 is hier sprake van een Markov beslissingspro·bleem. Wat definieert u als 
toestandsruimte en beslissingsruimte? 

(b)	 Bepaal voor alle mogelijke toestanden i en beslissingen d de verwachte directe winst 
r(i,d) over de komende week. 

(c) Formuleer de optiInaliteitsvergelijkingen. 

) De fabrikant zendt al jarenlang, week in week uit, reclamespots uit op televisie. 

(d) Laat m.b.v. de policy-iteratie	 of waarde-iteratie methode zien dat de door de fabri­
kant gehanteerde strategie niet optimaal is. 

(el Geef een LP-fonnulering waannee de optimale strategie kan worden bepaald. 

,~-~-~-------



Opgave 3 

Een vo1continu productiebedrijf maakt bij haar produktieproces gebruik van twee machi­
nes, een nieuw type en een oud type, die beide aan storingen onderhevig zijn. In geval 
van een storing aan een ma.chine, wordt deze onmiddeHijk în reparatie genomen. Helaas 
kan de reparatie-afdeling maar één machine tegelijk repareren. Omdat het nieuwe type 
een twee maal zo. hoge produktiecapaciteit heeft als het oude type, wordt altijd de 
voorkeur gegeven aan de reparatie van het nieuwe type, zelfs als al aan de reparatie van 
het oude type is begonnen. 

verwachte tijd tot storing verwachte reparatietijd 
-

nieuwe type 25 dagen	 2 dagen 

oude type 10 dagen	 5 dagen 

De bedrijfsleiding is geïnteresseerd in de perfonnance van dit productiesysteem. Uit 
historischè gegevens is gebleken dat zowel de levensduur als de reparatietijd van beide 
types zich laat beschrijven door een ex.ponentiële verdeling. De verwachte levensd.uren 
.en reparatietijden staan vermeld in bovenstaande tabel. 

(a)	 Benoem de vier toestanden (0.0). (0,1), (1,0) en (l,l) waarin dit systeem zich kan bevin­
den. 

(h)	 Geef in een plaatje de toestandsovergangen met bijbehorende overgangsintensiteiten weer. 

(c)	 Stel de~htsver~eHjkî;ë11op en bepaal hiermee de evenwichtskansen. 

De volgende vragen mogen zowel e:uct als in termen van de evenwichtskansen· uit (c) word.en 
beantwoord. 

(d)	 Hoeveel machines zijn er gemiddeld voor product.: beschikbaar? 

(e)	 Hoeveel procent van de productie wordt door het nieuwe type gerealiseerd? 

) 
(f)	 Hoeveel procent van de tijd is het productiesysteem 'down', d.w.z. kan er niet geprol:1uceerd 

worden? 

(g)	 Hoeveel bedraagt de gemiddelde lengte van een zogenaamde 'down period', d.w.z. een 
aaneengeschakelde periode waarin er niet geproduceerd kan worden? 

(h) Bepaal	 nu m.b.V. de antwoorden op vraag (0 en 
naamde 'up penod', d.w.z. een aaneengeschakelde 
worden. 

(g) de gemiddelde lengte van een zoge­
periode waarin er wel geproduceerd kan. i 
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